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”Наближався 2000-й рiк. Розумiючи те, що людство населяючи Землю, сво-

єю "цивiлiзацiєю"та "цивiлiзованiстю"вбиває Її i зрештою саме загине, немов

бактерiї в умираючому людському органiзмi, я все ж тiшився з того, що са-

ме нам судилося пережити рубiж другого та третього тисячолiть. Позаяк моя

доля дещо пов’язана з математикою, то у мене з’явилося невимовне бажання

мовою математики "звеличити"2000-й рiк. Саме тодi появилася, описана ниж-

че, математична iдея, яка у певнiй мiрi дозволяла реалiзувати поставлену мету.

Я побачив, що число G2000 є половинним числом Гiннеса та з певних причин

не змiг опублiкувати це число. Далi, з аналогiчних причин, я пропустив послi-

довнi половиннi числа Гiннеса G2001, G2006 та G2007. Але наступне половинне

число Гiннеса G2013 не можу не вiдзначити, бо не знаю чи доживу до 2031 ро-

ку, в якому "з’явиться"нове половинне число Гiннеса G2031” — так починається

передмова до книги автора ”Число Гiннеса G2013”. В цiй книзi, крiм передмо-

ви, записане лише одне число, так зване половинне число Гiннеса G2013 (див.

Рис.1).

У числi Гiннеса G2013 40259996 цифр i воно є найменшим натуральним чи-

слом1, що має наступнi нетривiальнi властивостi: першi чотири цифри числа

G2013 утворюють число 2013. Якщо видалити цi першi чотири цифри i долу-

чити їх у тому ж порядку вкiнцi числа G2013, то утворене число зменшиться

14 квiтня 1978 року на засiданнi Вченої ради Обчислювального центра АН СРСР при

розглядi чергової кандидатської дисертацiї на ступiнь кандидата фiзико-математичних наук

виникло запитання чи може подана дисертацiя претендувати на ступiнь кандидата фiзико-

математичних наук чи скорiше кандидата технiчних наук. Дисертацiя не мiстила жодної

теореми, а була лише програма написана на мовi ЛIСП, яка дозволяла визначити дiї "шту-

чного iнтелекту". Погляди присутнiх членiв ради роздiлилися. I вирiшальним виявилася

думка директора iнституту А. Дороднiцина, який проголосив тезу про те, що кожна про-

грама може розглядатися як теорема про можливiсть розв’язання деякої задачi. I якщо

програма працює, то можна стверджувати, що теорема доведена. Ця теза була пiдтрима-

на А.Марковим, який запропонував дещо уточнити цю тезу: "Кожна програма є теоремою,
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рiвно у 2013 разiв. Книга складається iз двох частин iз сумарним числом сто-

рiнок 3655. Кожна сторiнка, крiм останньої, мiстить 106 рядкiв по 104 знаки у

кожному.

Рис. 1.

На цьому фото зображено книгу ”Число Гiннеса G2013”, яка складається з

двох частин. Для порiвняння обєму цiєї книги поряд з нею лежить

стандартних розмiрiв книга автора, в якiй 508 сторiнок.

Нижче дамо означення цiлого та половинного чисел Гiннеса та спецiаль-

ної функцiї fn, при допомозi якої можна згенерувати цi числа. Вкiнцi замiтки

сформулюємо кiлька запитань на якi менi не вдалося знайти вiдповiдi та наве-

демо деякi кориснi застосування функцiї fn.

1. Операцiя fn та числа Гiннеса

Називаймо числа iменами Людей.

Поки є люди, вони пам’ятатимуть про числа.

Якщо людей не стане, про них "пам’ятатимуть"числа.

Нехай маємо деяке натуральне k-цифрове число n. Кожному такому нату-

ральному числу поставимо у вiдповiднiсть декартiв добуток

Ωn = {0, 1, 2, . . . , 10k − 1} × {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Цей декартiв добуток можна графiчно зобразити на координатнiй площинi у

виглядi прямокутника цiлих точок (точок з цiлочисельними координатами) з

головною дiагоналлю, що сполучає початок координат iз точкою (10k−1, n−1).

справедливiсть якої доведена для тих випадкiв, для яких програма дає правильну вiдпо-

вiдь." Так от доведення того факту, що це число є найменшим натуральним числом, iз опи-

саними вище властивостями, полягає у складаннi простої програми та роботи комп’ютера,

який дає очiкуваний результат.
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Означення 1.1. Нехай функцiя fn : Ωn → Ωn довiльнiй точцi (x, y) ∈ Ωn

ставить у вiдповiднiсть точку (x′, y′) ∈ Ωn, тобто fn(x, y) = (x′, y′), причому

виконується рiвнiсть

nx+ y = x′ + 10ky′.

Оберненою функцiєю до функцiї fn назвемо таку функцiю f−1
n , що рiвнiсть

f−1
n

(x′, y′) = (x, y) виконується тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть

fn(x, y) = (x′, y′).

Легко доводиться твердження про те, що обидвi, означенi вище, функцiї є

бiєктивними вiдображеннями множини Ωn в себе. Точку (x, y) назвемо нерухо-

мою точкою функцiї fn, якщо виконується рiвнiсть fn(x, y) = (x, y). Неважко

довести, що координати нерухомих точок функцiї fn задовольняють рiвнiсть

(n− 1)x = (10k − 1)y,

а самi точки лежать на головнiй дiагоналi декартового прямокутника Ωn , при-

чому при довiльному натуральному n функцiя fn має принаймнi двi нерухомi

точки (0, 0) i (10k − 1, n− 1).

Приклад 1. Всi нерухомi точки функцiї f34 у множинi Ω34 визначаються при

допомозi рiвняння

x = 3y.

Ними є 34 точки: (3i, i), i = 0, 1, . . . , 33.

Позаяк множина Ωn скiнченна i складається лише з нерухомих та рухомих

точок, то можна стверджувати, що функцiя fn, при допомозi деякої початкової

точки (x, y), яку назвемо твiрною точкою, згенерує орбiту

On(x, y) = {(x, y), fn(x, y), f
2
n
(x, y), . . . , f r−1

n
}

довжини r, де r — найменше натуральне число, для якого виконується рiвнiсть

f r
n
(x, y) = (x, y).

Нижче серед всiх твiрних точок (x, y) орбiти On(x, y), згенерованої функцi-

єю fn, особливу роль вiдiграватиме точка (n, 0), яку назвемо стандартною

твiрною точкою множини Ωn.

Означення 1.2. Точку (x, y) = (x, y) назвемо спряженою точкою до точки

(x, y), якщо виконуються рiвностi

(1.1) x = 10k − 1− x, y = n− 1− y.
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Неважко переконатися в тому, що спряженi точки симетричнi вiдносно то-

чки, що є центром симетрiї квадрата Ωn.

Твердження 1.1. Для довiльної точки (x, y) ∈ Ωn iз рiвностi

(1.2) fn(x, y) = (x, y)

випливає рiвнiсть

(1.3) fn(x, y) = (x, y)

i навпаки.

Отже, iнколи спряженi точки утворюють орбiту довжини 2.

Приклад 2. У множинi Ωn, де n — одноцифрове чи двоцифрове число, само-

спряженi орбiти довжини 2 вiдсутнi; у множинi Ω103 iснує 6 рiзних самоспря-

жених орбiт довжини 2 :

(76, 95) ↔ (923, 7), (153, 87)↔ (846, 15), (230, 79)↔ (769, 23),

(307, 71) ↔ (692, 31), (384, 63)↔ (615, 39), (461, 55)↔ (538, 47),

а у множинi Ω142 — їх налiчується аж 71.

Твердження 1.2. Нехай задано двi не спряженi точки (x, y), (x′, y′) множи-

ни Ωn. Тодi iз справедливостi рiвностi

fn(x, y) = (x′, y′),

випливає справедливiсть рiвностi

fn(x, y) = (x′, y′).

Доведення. Перша рiвнiсть цього твердження рiвносильна рiвностi

nx+ y = 10ky′ + x′.

Враховуючи її, маємо рiвностi

n(10k − 1− x) +n− 1− y = 10kn− 1− (nx+ y) = 10k(n− 1− y′) + (10k − 1− x′),

якi рiвносильнi другiй рiвностi цього твердження. �
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Таким чином, якщо серед точок орбiти On(x, y), згенерованої функцiєю fn,

не iснує жодної пари спряжених точок, то у декартовiй множинi Ωn iснує ще

одна орбiта On(x, y), яку назвемо спряженою орбiтою до орбiти On(x, y), при-

чому графiчно цi орбiти симетричнi вiдносно центра симетрiї прямокутника

Ωn. Iснують також самоспряженi орбiти, до складу яких входять лише взаєм-

но спряженi точки. Графiчно такi орбiти є центрально симетричними.

Рис. 2.

На цьому рисунку штриховi вiдрiзки з’єднують пари спряжених точок, а

(x, y) → (x′, y′) означає f37(x, y) = (x′, y′). У множинi Ω37 налiчується 34 орбiти

з такою структурою, а у множинi Ω46 — їх є 18.

Означення 1.3. Цiлим числом Гiннеса назвемо число Gn, згенероване фун-

кцiєю fn при допомозi стандартної твiрної точки (n, 0), якщо довжина вiд-

повiдної орбiти On(n, 0) дорiвнює |Ωn| − 2.

Аналогiчно дається означення половинного числа Гiннеса.

Означення 1.4. Половинним числом Гiннеса, згенерованим функцiєю fn при

допомозi твiрної точки (n, 0), назвемо число Gn, довжина вiдповiдної орбiти

якого дорiвнює 1

2
|Ωn| − 1.

Наведемо програму на Maple-мовi n := 2013: k := 4: x := 2013: y := 0: i :=

0: z := x: t := y: m := n*z+t:t := floor(m/10k) : z := m − 10k ∗ t : i := i + 1 :

while‘or‘(x <> z, y <> t)dom := n ∗ z + t : t := floor(m/10k) : z := m− 10k ∗ t :

i := i+ 1enddo : print(i)

В цiй програмi на входi маємо k = 4-цифрове число n = 2013 та стандартну

твiрну точку (n, 0) = (2013, 0), а на виходi — довжину орбiти O2013(2013, 0) = i.

За цiєю програмою ЕОМ пiсля не бiльше як 5-хвилинної роботи дає число

10064999.Позаяк всi першi компоненти кожної пари орбiти є чотирицифровими

числами, то половинне число Гiннеса G2013 мiстить всього

10064999 · 4 = 40259996

цифр.
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Легко переконатися в тому, що серед одноцифрових чисел половинним чи-

слом Гiннеса є число 9, а цiлими числами Гiннеса - числа 2, 3 та 6.

Наведемо всi двоцифровi половиннi числа Гiннеса:

14,20, 21, 24, 27, 30, 33, 41, 48, 51, 54, 62, 66, 69, 75, 77, 87, 90, 92.

А ось всi трицифровi половиннi числа Гiннеса:

102, 105, 108, 135, 144, 162, 165, 183, 189, 192, 204, 213, 222, 231, 240, 261,

267, 273, 276, 291, 294, 303, 306, 309, 327, 330, 339, 357, 372, 378, 390, 420,

444, 456, 465, 474, 498, 507, 513, 522, 525, 534, 537, 543, 564, 567, 585, 588,

600, 603, 609, 612, 621, 639, 645, 660, 663, 669, 672, 696, 705, 726, 732, 738,

765, 774, 789, 795, 807, 819, 822, 834, 840, 855, 873, 885, 891, 894, 906, 921,

933, 936, 942, 957, 975, 981, 990.

Означення 1.5. Два половиннi числа Гiннеса Gn та Gn+1 називатимемо

половинними числами-близнюками Гiннеса.

Серед двоцифрових чисел є тiльки одна пара половинних чисел–близнюкiв

Гiннеса. Серед трицифрових чисел немає жодної такої пари. Наведемо кiлька

перших пар чотирицифрових половинних чисел–близнюкiв Гiннеса:

(1085, 1086), (1091, 1092), (1109, 1110), (1160, 1161), (1187, 1188), (1208, 1209),

(1316, 1317), (1337, 1338), (1370, 1371), (1553, 1554), (1658, 1659), (1742, 1743),

(1775, 1776), (1796, 1797), (1889, 1890), (1922, 1923), (2000, 2001), (2006, 2007),

(2174, 2175), . . . .

Якщо функцiя fn у множинi Ωn генерує m1 орбiт довжини r1, m2 орбiт

довжини r2 i т.д. ms орбiт довжини rs, то цей факт позначатимемо через

Ωn ∼ {rm1

1 , rm2

2 , . . . , rms

s
},

причому виконується рiвнiсть |Ωn| =
∑

s

i=1
rimi.

Таким чином, розклад декартової множини Ωn, пов’язаної з натуральним

числом n, на орбiти у великiй мiрi, нагадує факторизацiю натуральних чисел.

Ω10 ∼ {110, 3330}, Ω11 ∼ {12, 32, 3928}, Ω12 ∼ {112, 5422}, Ω13 ∼ {14, 2166}

Ω14 ∼ {12, 6992}, Ω15 ∼ {12, 10714}, Ω16 ∼ {14, 312, 524, 1596}, Ω17 ∼ {12, 2836}

Ω18 ∼ {12, 32, 1282, 3844}, Ω19 ∼ {110, 15126}, Ω20 ∼ {12, 9992}, Ω21 ∼ {12, 10492}.
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У зв’язку з цим природно виникають наступнi запитання.

Проблема 1. Чи iснують цiлi числа Гiннеса Gn для багатоцифрових чисел

n?

Проблема 2. Дослiдити потужнiсть множини половинних чисел Гiнне-

са.

Проблема 3. Дослiдити закон розподiлу натуральних чисел n у натураль-

ному рядi, для яких числа Gn є половинними числами Гiннеса.

Проблема 4. Дослiдити потужнiсть множини чисел-близнюкiв Гiннеса.

2. Операцiя fn i добуток багатозначних чисел

"Зовнiшнє подiбне до внутрiшнього; мале таке ж, як i велике;

закон один для всього... "(Гермес)

Для однозначних натуральних чисел n, операцiя fn зустрiчається в кожному

алгоритмi множення багатозначних чисел.

Приклад 3. Нехай необхiдно перемножити одноцифрове число n = 2 на деяке

натуральне число x4x3x2x1x0 = 72389. Добуток цих чисел можна отримати

при допомозi операцiї f2, яка послiдовно застосовується до пар

(x0, y0) = (9, 0), (x1, y1) = (8, 1), (x2, y2) = (3, 1), (x3, y3) = (2, 0), (x4, y4) = (7, 0).

При цьому ми отримаємо вiдповiднi пари:

(x′

0, y
′

0) = (8, 1), (x′

1, y
′

1) = (7, 1), (x′

2, y
′

2) = (7, 0), (x′

3, y
′

3) = (4, 0), (x′

4, y
′

4) = (4, 1).

Зауважимо, що згiдно з алгоритмом множення, ми вiдправлялися вiд ну-

льового значення y0, а всi iншi значення yi, i = 1, 2, 3, 4 були вибранi згiдно з

рiвностями yi = y′
i−1, i = 1, 2, 3, 4. Результатом добутку є число

y′4x
′

4x
′

3x
′

2x
′

1x
′

0.

Операцiя fn узагальнює алгоритм множення одноцифрового числа на до-

вiльне натуральне k-цифрове число. Нехай задано деяке багатоцифрове число

m i k–цифрове число n. Для того, щоб знайти добуток mn необхiдно розби-

ти число m починаючи з його кiнця на s груп по k цифр у кожнiй, а дальше

поступати так як у попередньому прикладi.

Приклад 4. Якщо, наприклад, m = 2345678 i n = 23, то, у цьому випадку

операцiя f23 послiдовно застосовується до пар

(x0, y0) = (78, 0), (x1, y1) = (56, 17), (x2, y2) = (34, 13), (x3, y3) = (2, 7).



8 Р.А.ЗАТОРСЬКИЙ

При цьому отримаємо вiдповiднi пари

(x′

0, y
′

0) = (94, 17), (x′

1, y
′

1) = (05, 13), (x′

2, y
′

2) = (95, 7), (x′

3, y
′

3) = (53, 0)

i результатом добутку є число 0′53′95′05′94.

Таким чином, нами отримано алгоритм множення багатозначних чисел.

Тепер побудова чисел Гiннеса, породжених k–цифровим натуральним чи-

слом n та стандартною твiрною точкою (n, 0) стає очевидною. Для побудови

такого числа, згiдно iз описаним вище алгоритмом множення багатоцифро-

вих чисел, достатньо виписати з права налiво вряд першi компоненти орбiти

On(n, 0).

3. Операцiя fn i паркети

Числа, як i люди, мають своє ”обличчя” i ”характер”.

Позаяк операцiя fn при деяких n розбиває множину Ωn на парне число вза-

ємно спряжених орбiт та певне число самоспряжених орбiт, то при допомозi

цiєї операцiї можна побудувати прямокутний паркет iз центром симетрiї в то-

чцi перетину дiагоналей цього прямокутника. Для цього слiд об’єднати точки

взаємно спряжених орбiт та зафарбувати їх у певний колiр.

Приклад 5. f8–операция розбиває множину Ω8 на шiсть орбiт довжиною 13 i

двi нерухомi точки. Об’єднуючи множини пар взаємно спряжених орбiт в одну

множину, отримаємо три групи по 26 точок в кожнiй та одну групу, що склада-

ється iз двох нерухомих точок. Тепер спiвставимо кожнiй групi точок певний

колiр, а кожнiй парi цих множин — одиничний квадрат на координатнiй пло-

щинi. Таким чином, дiстанемо розмальований прямокутник. Склеємо кiлька

отриманих кольорових прямокутникiв i отримаємо центрально симетричний

паркет, який задається натуральним числом 8.
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Рис. 3.

Зауважимо, що зображенню на координатнiй площинi точок, що вiдповiда-

ють орбiтам On(n, 0), вiдповiдає характерний структурований малюнок. Таким

чином, кожне натуральне число має своє ”обличчя” та ”характер”. Нижче, на

рис.4 та 5 вiдповiдно зображено точки орбiт O9(9, 0) i O7(7, 0).

Рис. 4. Рис. 5.

4. Числа Гiннеса та генератори псевдовипадкових чисел

"Генерацiя випадкових чисел — занадто важлива справа,

щоб залишати її на волю випадку."(Роберт Р. Кавью)
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Пiд одновимiрним генератором псевдовипадкових чисел (ГПВЧ)[1] - розу-

мiють алгоритм, який генерує послiдовнiсть чисел, елементи якої майже неза-

лежнi один вiд одного i рiвномiрно розподiленi на деякому вiдрiзку.

ГПВЧ знаходять свої застосування в найрiзноманiтнiших галузях людських

знань: в ЕОМ, програмуваннi, методi Монте-Карло [2], криптографiї [3] тощо.

Перший алгоритм для побудови псевдовипадкових чисел було запропонова-

но американським математиком, одним iз творцiв ЕОМ, Джоном фон Нейма-

ном. Його алгоритм вiдомий також як метод середини квадратiв. Вiн полягає

в тому, що вибирають довiльне 4–значне число a = 0, a1a2a3a4. Пiдносять його

до квадрата a2 = 0, a′1a
′

2a
′

3a
′

4a
′

5a
′

6a
′

7a
′

8 i переходять до нового 4–значного числа

0, a′3a
′

4a
′

5a
′

6 i т.д.

Головною перевагою цього арифметичного алгоритму є його простота, а не-

долiком — те, що вiн генерує не бiльше як 10000 рiзних чисел.

В [4], першим автором цiєї статтi, запропоновано двовимiрний арифмети-

чний генератор псевдовипадкових чисел, який базується на операцiї fn. Цей

ГПВЧ дещо подiбний до арифметичного генератора Джона фон Неймана. Дру-

гим автором статтi [4] запропонований генератор було апробовано у системi

дистанцiйного контролю знань, а третiм автором було проведено його тесту-

вання при допомозi загальноприйнятих критерiїв: рiвномiрностi, iнтервалiв,

"максимуму–t"i покер–критерiю.

В цiй статтi послiдовнiсть псевдовипадкових чисел задається першими та

другими компонентами орбiти On(n, 0). При цьому натуральне число n пiдби-

рається так, щоб число Gn було цiлим або половинним числом Гiннеса. Напри-

клад, при допомозi половинного числа Гiннеса G200000 можна побудувати орбi-

ту, що є двовимiрним випадковим масивом з перiодом 99999999999. Незважаю-

чи на висловлення Джона фон Неймана: "кожен, хто прихильний до арифмети-

чних методiв генерування випадкових чисел, без сумнiву грiшний,"наведений

вище генератор має величезний перiод та успiшно витримав всi тестування.

Якщо, наприклад, вiдкладати всi точки орбiти O2000(2000, 0) на площинi

листка формату А4, то вони цю площину покриватимуть так, що листок, у рiзнi

промiжки часу, буде однотонно сiрим. Звiдси випливає придатнiсть наведеного

вище ГПВЧ i до методу Монте–Карло.
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Одним iз найбiльш поширених алгоритмiв генерування псевдовипадкових

чисел xn, n = 0, 1, 2, . . . , L є алгоритм, який запропонував американський ма-

тематик Д.Н. Лемер. Цей алгоритм задається наступними рiвностями:

mn+1 ≡ 517mn(mod 240), n = 0, 1, 2, . . . , L, m0 = 1,

xn = 2−40mn.

Серед сучасних ГПВЧ широке застосування має Mersenne twister. Цей гене-

ратор запропонований в 1997 роцi Мацумото i Нiшiмурою. Його позитивною

якiстю є величезний перiод (219937−1) та рiвномiрний розподiл в 623–х вимiрах.

Однак цей генератор не придатний для застосувань в криптографiї, бо iснує

алгоритм, який розпiзнає послiдовнiсть, породжену при допомозi Mersenne twi-

ster, як невипадкову.

Вкажемо на ще одне застосування функцiї fn. Кожнiй твiрнiй точцi (x, y)

функцiя fn при достатньо великих значеннях n ставить у вiдповiднiсть деякий

масив чисел, або його фрагмент, за яким важко вiдтворити самi числа (n, x, y).

Тобто функцiя fn є важко оборотною функцiєю i може використовуватися при

генеруваннi ключових слiв для методу одноразового блокнота шифрування iн-

формацiї.

Проблема 5. Побудувати при допомозi функцiї fn криптосистему з вiд-

критим ключем.

Автор сподiвається, що у майбутньому функцiя fn знайде новi плiднi засто-

сування i їй буде видiлене достойне мiсце у теорiї чисел.
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