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Розв’язання завдань дистанцiйного туру

Всеукраїнської олiмпiади з математики

для професiйної орiєнтацiї вступникiв

на базi повної загальної середньої освiти

1. Розв’яжiть рiвняння jx � 2j C jx � 3j D 1.

Якщо x < 2, то x � 2 та x � 3 вiд’ємнi, i дане рiвняння рiвносильне до

�.x � 2/ � .x � 3/ D 1, тобто �2x C 5 D 1, x D 2, що несумiсне з x < 2.

Аналогiчно при x > 3 числа x � 2 та x � 3 додатнi, i рiвняння зводиться

до .x � 2/ C .x � 3/ D 1, тобто 2x � 5 D 1, x D 3, що суперечить x > 3.

Нарештi, у випадку 2 6 x 6 3 маємо jx �2j D x �2, jx �3j D �.3�x/,

i наше рiвняння рiвносильне до .x � 2/ � .x � 3/ D 1, тобто 1 D 1. Ця

рiвнiсть iстинна завжди, звiдки розв’язками є всi числа з промiжка Œ2; 3� i

тiльки вони.

2. Розставте у дев’яти промiжках мiж цифрами 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

три плюси, три мiнуси i три знаки множення так, щоб отриманий ви-

раз (без використання дужок) мав найбiльше значення.

Iнтуїтивно зрозумiло, що знаки множення найвигiднiше ставити мiж

найбiльшими числами 6, 7, 8 i 9, плюси — перед добутком цих чисел та

двома бiльшими з чисел, що залишились, тобто перед 4 i 5, а мiнуси —

перед меншими числами 1, 2 i 3. Отримуємо вираз

0 � 1 � 2 � 3 C 4 C 5 C 6 � 7 � 8 � 9 D 6 � 7 � 8 � 9 C 3:

Припустимо, що при iншому розташуваннi знакiв значення виявилось

бiльшим. Якщо знаки множення залишились на своїх мiсцях, але перед

добутком — мiнус, то неважко бачити, що вираз стане вiд’ємним, тому

його значення не може бути бiльшим. Аналогiчно, якщо не чiпати знаки



множення i плюс перед добутком, то значення “пiдвиразу”, отриманого з

0 1 2 3 4 5, дорiвнює 0 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 C 2a C 2b, де a i b — тi два з

чисел вiд 1 до 5, перед якими поставлено плюс. Отже, найбiльший з таких

виразiв — з плюсами перед 4 i 5.

Залишилось розглянути вирази, в яких знаки множення розташованi iна-

кше. Якщо у такому виразi мiнуси замiнити плюсами, то значення збiльши-

ться. Покажемо, що навiть тодi воно не перевищить 6 � 7 � 8 � 9 C 3. Якщо всi

знаки множення — поруч, то добуток у виразi не перевищує 5 � 6 � 7 � 8, а

сума 5 iнших чисел не бiльша вiд 9 C 8 C 7 C 6 C 5 D 35, i значення виразу

не перевищує

5 � 6 � 7 � 8 C 35 < 6 � 7 � 8 � 9 C 3:

Аналогiчно оцiнюємо згори вирази, у яких є два добутки по три i два

спiвмножники або три добутки по два спiвмножники. Тому отримане нами

значення — найбiльше з можливих.

3. Три гноми обiдають за круглим столом, який може обертатись

навколо вертикальної осi. На початку обiду на столi навпроти гномiв за

годинниковою стрiлкою написано три цифри 1, 2 i 3. Гноми розкручують

стiл i випадково зупиняють його так, щоб кожна цифра знову виявилась

навпроти якогось гнома, i тодi кожен гном з’їдає написану перед ним

кiлькiсть пирiжкiв.

Чи може статись так, що за обiд гноми з’їли вiдповiдно: а) 11, 11 i

14 пирiжкiв? б) 10, 12 i 13 пирiжкiв?

Оскiльки пiсля кожного обертання стола гноми разом з’їдають шiсть

пирiжкiв, то загальна сума повинна дiлитись на 6. Отже, варiант б), у якому

з’їдено 10 C 12 C 13 D 35 пирiжкiв, неможливий.

Нехай у варiантi а) цифра 1 зупинилась бiля першого гнома x разiв,

пiсля яких цей гном з’їв x пирiжкiв, другий гном — 2x, а третiй — 3x

пирiжкiв. Аналогiчно розглянемо y разiв, коли цифра 1 зупинилась бiля

другого гнома i z разiв, коли одиниця зупинялась бiля третього гнома. Тодi



перший гном з’їв x C3y C2z D 11 пирiжкiв, другий — 2x Cy C3z D 11, а

третiй — 3x C 2y C z D 14. Розв’язавши систему з трьох рiвнянь з трьома

невiдомими, отримаємо x D 3, y D 2, z D 1. Неважко перевiрити, що

тодi кожен гном дiйсно з’їсть потрiбну кiлькiсть пирiжкiв, тобто варiант

а) здiйсненний.

4. Як за допомогою чотирьох зважувань на терезах без гир знайти

серед 60 монет одну фальшиву, легшу вiд справжнiх?

Подiлимо монети на три купки по 20 монет i порiвняємо вагу першої i

другої з них. Якщо одна з цих купок легша, то фальшива монета — у нiй,

iнакше вона — у третiй купцi. Отже, пiсля першого зважування залиша-

ється 20 монет, одна з яких фальшива. Покладемо на шальки по 7 з цих

монет, зважимо i аналогiчно отримаємо або 7, або 6 монет, серед яких є

фальшива. Далi покладемо по 2 монети, порiвняємо вагу i пiсля третьо-

го зважування отримаємо купку з 2 або 3 монет разом з фальшивою. За

останнє зважування цю монету можна виявити.

5. У одному мiсяцi три п’ятницi випали на парнi числа. Якого числа

у цьому мiсяцi була друга недiля?

Мiж п’ятницями, що випадають на парнi числа в одному мiсяцi, про-

мiжки по два тижнi, тому третя з них на 28 днiв пiзнiша вiд першої. Отже,

перша з цих п’ятниць може бути тiльки 2-го числа, мiсяць починається з

четверга, перша недiля — 4-го числа, а друга — 11-го.

6. На початку на дошцi написано числа 1 та 1. На кожному кроцi мо-

жна написати нове число, рiвне рiзницi двох вже написаних. Покажiть,

як отримати число 13. За яку найменшу кiлькiсть крокiв це можливо

зробити?

Зробити це можна за 7 крокiв :

1 � 1 D 0; 0 � 1 D �1; 1 � .�1/ D 2;

.�1/ � 2 D �3; 2 � .�3/ D 5; .�3/ � 5 D �8;

5 � .�8/ D 13:



Покажемо, що швидше отримати 13 неможливо. За першi два кроки мо-

жна додати тiльки 0 i �1, тому чисел, бiльших за модулем вiд 1, не з’яви-

ться. Оскiльки ja�bj 6 jajCjbj, то далi на кожному кроцi може з’явитись

число з модулем, не бiльшим вiд суми двох найбiльших модулiв, отрима-

них ранiше. Зокрема, на третьому кроцi можна написати число з модулем

6 1 C 1 D 2, на четвертому — з модулем 6 1 C 2 D 3, на п’ятому —

з модулем 6 2 C 3 D 5, на шостому — з модулем 6 3 C 5 D 8, i аж на

сьомому — з модулем 6 5 C 8 D 13. Отже, швидше, нiж на сьомому кроцi,

отримати 13 неможливо.

7. Перший трикутник має сторони по 1 м, а всi сторони другого не

перевищують 1 м. Чи обов’язково другий трикутник можна вмiстити

у перший?

Нi, не завжди. Розглянемо, наприклад, рiвнобедрений трикутник зi сто-

ронами 1 м, 1 м i 0,5 м. Його довшу сторону можна вкласти у правильний

трикутник зi сторонами по 1 м, тiльки сумiстивши з однiєю з його сторiн.

Але тодi кут при основi рiвнобедреного трикутника, бiльший вiд 60ı, не

вдасться вмiстити у кут 60ı правильного трикутника.

8. Знайдiть трiйку не обов’язково рiзних простих чисел x, y i z, для

яких виконано рiвнiсть xy C 1 D z. Скiльки таких трiйок iснує?

Зауважимо, що числа xy та z рiзної парностi. Якщо друге з них парне,

тобто z D 2, то xy D 1, що неможливо для простих чисел. Отже, парним

є xy , тобто x D 2. Якщо y ¤ 2, то y — непарне, i можна скористатись

тотожнiстю

2y C 1 D .2 C 1/.2y�1 � 2y�2 C � � � � 2 C 1/;

з якої отримаємо, що z складене. Залишається єдина можливiсть x D y D
2 i вiдповiдно z D 5.

9. Зобразiть на координатнiй площинi множину точок, координати

яких x та y задовольняють рiвнiсть
p

1 � x2 C
p

1 � y2 D 2 � x2 � y2:



Подамо дане рiвняння як
p

1 � x2 C
p

1 � y2 D .1 � x2/ C .1 � y2/.

Вирази a D
p

1 � x2 та b D
p

1 � y2 мають значення мiж 0 i 1, i для них

повинна виконуватись рiвнiсть aCb D a2Cb2. Однак для числа 0 6 a 6 1

завжди a � a2, причому a D a2 тiльки для a D 0 або a D 1. Отже, лiвий

бiк рiвняння нiколи не є меншим вiд правого, i вони рiвнi, якщо i тiльки

якщо вирази
p

1 � x2 та
p

1 � y2 набувають значень 0 або 1. Тодi i x, i

y є одними з чисел �1, 0 i 1. Вiдповiдно на площинi отримуємо 9 точок:

.�1; �1/, .�1; 0/, .�1; 1/, .0; �1/, .0; 0/, .0; 1/, .1; �1/, .1; 0/, .1; 1/.

10. Пiсля корабельної аварiї хвиля викинула математика на острiв

людожерiв, якi саме готувались до щорiчних змагань з кулачних боїв.

Вождь доручив математиковi скласти розклад боїв, при якому кожен

iз 33 кращих воїнiв битиметься з шiстьма суперниками, а сам взявся

скласти такий розклад, щоб кожен бився з п’ятьма. Якщо розклад

складе тiльки вождь, то математика з’їдять, якщо обоє — залишать

жити на островi, а якщо успiху досягне тiльки математик, то йому

збудують плiт i вiдпустять. Яка перспектива очiкує математика?

Математиковi скласти розклад нескладно — досить розташувати всiх

воїнiв колом, i нехай кожен з них б’ється з трьома лiворуч i трьома право-

руч вiд себе (послiдовнiсть боїв значення не має). Припустимо, що вождь

теж склав свiй розклад. Тодi загальну кiлькiсть боїв можна обчислити, по-

множивши 33-ох воїнiв на 5 боїв для кожного з них, але потiм цей добуток

потрiбно подiлити на 2, бо кожен бiй ми врахували двiчi — мiж А i Б та

мiж Б i А. Отже, кiлькiсть боїв не є цiлою, що неможливо, i невдовзi мате-

матик попливе додому :)


