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Гранична теорема для розподiлу кiлькостi частинок,
що емiгрували з системи

Базилевич I.Б.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Якимишин Х.М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Розглянемо однорiдний маркiвський гiллястий процес з одним типом ча-
стинок та мiграцiєю µ(t), t ∈ [0,∞) [1].

Нехай τ1, τ2, τ3, . . . — незалежнi випадковi величини, якi визначають iн-
тервали мiж перетвореннями частинок у системi. Випадковi величини θ1, θ2,
θ3, . . . визначаються наступним чином

θ0 = 0, θ1 = τ1, θ2 = τ1 + τ2, . . . , θn = τ1 + . . . + τn, . . .

ρ(t) — кiлькiсть перетворень у системi до моменту часу t.
Випадковий процес ν(t) визначає кiлькiсть частинок процесу µ(t), якi емi-

грували до моменту часу t

ν(t) = ν0 + ν1 + ν2 + . . . + νρ(t), (1)

де νk (k = 1, . . . , ρ(t)) — кiлькiсть частинок, що емiгрували пiд час k-го пере-
творення у системi, причому,

ν(0) = ν0 = 0.

Розподiл процесу ν(t) задається перехiдними ймовiрностями

P{ν(t+∆t) = j | ν(t) = i, µ(t) = n} =

=










r0∆t+ o(∆t), i = j;
rj−i∆t+ o(∆t), i < j < i+ n;∑m
l=n rl∆t+ o(∆t), j = i+ n;

o(∆t), в iнших випадках ;

m > n;

{
rj−i∆t+ o(∆t), i ≤ j ≤ i+m;
o(∆t), в iнших випадках ;

m ≤ n.

Теорема 1. Нехай ν(t) — кiлькiсть частинок, що емiгрували за перiод
часу [0, t] з процесу µ(t), тодi

lim
t→∞

P

{
ν(t)−Mν(t)√

Dν(t)
< x|µ(t) > 0

}
=

1√
2π

∫ x

−∞

e−
t2

2 dt.

[1] Якимишин Х.М. Рiвняння для твiрної функцiї гiллястого процесу з мiгра-
цiєю // Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя мех.-мат. – 2017. – № 84. –
С. 119-125.

e-mail: i_bazylevych@yahoo.com, yakymyshyn_hrystyna@ukr.net
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Нелокальна багатоточкова задача для рiвнянь
з частинними похiдними парного порядку

зi сталими коефiцiєнтами

Баранецький Я.О.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Каленюк П.I.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

В областi G := {x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1, x2 < 1} вивчається задача

L(−D2
1 ,−D2

2)u :=
n∑

q=0

aqD
2q
1 D

2n−2q
2 u(x) = f(x), x ∈ G, (1)

ℓs,1u := D2s−2
1 u(0, x2) +D2s−2

1 u(1, x2) + ℓ1su = 0, s = 1, 2, . . . , n, (2)

ℓn+s,1u := D2s−2
1 u(0, x2)−D2s−2

1 u(1, x2) = 0, s = 1, 2, . . . , n, (3)

ℓs,2u := D2s−2
2 u(x1, 0) +D2s−2

2 u(x1, 1) + ℓ2su = 0, s = 1, 2, . . . , n, (4)

ℓn+s,2u := D2s−1
2 u(x1, 0) +D2s−1

2 u(x1, 1) = 0, s = 1, 2, . . . , n, (5)

де D1, D2 – оператори диференцiювання за змiнною x1, x2 вiдповiдно,

ℓ1su :=

ks,1∑

q=0

r1∑

r=0

bs,q,r,1D
q
1u(x1,r, x2), s = 1, 2, ..., n, (6)

ℓ2su :=

k2∑

q=0

r2∑

r=0

bq,r,2D
q+2s−2
2 u(x1, x2,r), s = 1, 2, ..., n. (7)

0 = x1,1 < x1,2, ..., x1,r1 ≤ 1, 0 = x2,1 < x2,2, ..., x2,r2 ≤ 1, bs,q,r,1, bs,r,2 ∈ R,
q = 0, 1, ..., ks,j , ks,j < 2n, j = 1, 2, r = 0, 1, ..., rj , s = 1, 2, . . . , n.

Нехай L : L2(G) → L2(G) – оператор задачi (1)–(7), Lu := L(−D2
1 ,−D2

2)u,
u ∈ D(L), D(L) := {u ∈ L2(G) : ℓs,ju = 0, s = 1, 2, ..., 2n, j = 1, 2}.

Припущення P1 : bs,q,r,1 = −(−1)qbq,1,rj−r,1, bq,r,2 = −(−1)qbq,rj−r,2, j =
1, 2, x2,r = 1−x2,r2−r, x1,r = 1−x1,r2−r, r = 0, 1, ..., rj , s = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2.

Припущення P2 : ks,1 ≤ 2s− 2, s = 1, 2, ..., n, k2 < 2.
Припущення P3 : iснує додатнє число C1 таке, що для будь-яких дiйсних

чисел µ1, µ2 справджується нерiвнiсть

C1|µ|n ≤ |L(µ1, µ2)|, µ := (µ1, µ2), |µ|2 := |µ1|2 + |µ2|2.
Теорема 1. Нехай справджується припущення P1. Тодi для будь-яких

aq, bs,q,r,1, bs,r,2 ∈ R оператор L має повну i мiнiмальну в просторi L2(G)
систему кореневих функцiй V (L).

Теорема 2. Нехай справджуються припущення P1–P3. Тодi система
функцiй V (L) є базою Рiса простору L2(G) та для будь-якої функцiї f ∈ H1

iснує єдиний розв’язок задачi (1)–(7).

e-mail: baryarom@ukr.net, pkalenyuk@gmail.com
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Асимптотика логарифмiчної похiдної
цiлих функцiй повiльного зростання
з нулями на логарифмiчнiй спiралi

Басюк Ю.В.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Заболоцький М.В.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Позначимо через L клас таких функцiй зростання υ, що rυ′(r)/υ(r) →
∞ при r → +∞; H0(υ) — клас таких цiлих функцiй нульового порядку, що
0 < lim

r→+∞
n(r)/υ(r) < +∞, де n(r) = n(r, 0, f) — кiлькiсть нулiв функцiї f

у крузi {z : |z| 6 r}; F (z) = zf ′(z)/f(z) — логарифмiчна похiдна функцiї f ;
lcθ = {z : z = rei(θ+c ln r), 1 6 r < +∞}, c ∈ R, θ ∈ [0, 2π) — логарифмiчна
спiраль.

Теорема 1. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ), нулi функцiї f розташованi на
логарифмiчнiй спiралi lcθ, n(r) = υ(r) + o(υ(r)), r → +∞. Тодi

∀ϕ ∈ (θ, θ + 2π) : F (rei(ϕ+c ln r)) = υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

причому останнє спiввiдношення виконується рiвномiрно щодо ϕ ∈ [θ+ δ, θ+
2π − δ], 0 < δ < 1.

Теорема 2. Нехай υ̃ ∈ L, υ(r) =

r∫

1

υ̃(t)

t
dt. Якщо за умов теореми 1

n(r) = υ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,

то для довiльного ϕ ∈ (θ, θ + 2π)

F (rei(ϕ+c ln r)) = υ(r) + i(ϕ− θ − π)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞.

Зауваження. Легко бачити, що якщо υ̃ ∈ L, то υ ∈ L i υ̃(r) = o(υ(r)),
r → +∞.

[1] Заболоцький М.В., Мостова М.Р. Асимптотичне поводження логарифмi-
чної похiдної цiлих функцiї нульового порядку // Карпатськi матем. публ. –
2014. – Т. 6, № 2. – С. 237-241.

e-mail: yuliya.basyuk.92@gmail.com, mykola.zabolotskyy@lnu.edu.ua
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Усереднення в m-частотних системах iз запiзненням
та нелокальними умовами

Бiгун Я.Й.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Проблема. Методом усереднення багаточастотнi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь дослiджувались в монографiї [1], системи з лiнiйно
перетвореним аргументом й iнтегральними умовами — в [2]. У данiй робо-
тi розглянуто питання iснування розв’язку та обґрунтовано метод усере-
днення за швидкими змiнними, коли задано нелокальнi умови спецiального
вигляду, для m-частотної системи вигляду [2]

da

dτ
= X(τ, aΛ, ϕΘ), (1)

dϕ

dτ
=
ω(τ )

ε
+ Y (τ, aΛ, ϕΘ), (2)

де τ ∈ [0, L], a ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Tm, m > 1, 0 < ε 6 ε0 ≪ 1, Λ = (λ1, . . . , λr),
Θ = (θ1, . . . , θs), λi, θj ∈ (0; 1], aΛ = (aλ1 , . . . , aλr ), aλi(τ ) = a(λiτ ), i = 1, r,
ϕΘ=(ϕθ1 , . . . , ϕθs ), ϕθj (τ ) = ϕ(θjτ ), j = 1, s.

Для розв’язку системи (1), (2) розглянуто умови вигляду

a(0) = a0, (3)

a(L) =

1∫

0

[ s∑

j=1

bj(τ, aΛ(τ ))ϕθj (τ ) + g(τ, aΛ(τ ), ϕΘ(τ ))

]
dτ (4)

та деякi їх узагальнення. Тут bj(τ, aΛ) — заданi матрицi порядку m.
Багаточастотнi системи iз запiзненням та iнтегральними умовами дослi-

джувались в [3]. Основною труднiстю дослiдження таких систем є резонанси
частот. Умовою резонансу в точцi τ ∈ [0, L] є виконання рiвностi

s∑

ν=1

θν(kν , ω(θντ )) = 0, kν ∈ Rm, ‖k‖ 6= 0.

Теорема 1. Нехай: 1) функцiї в правих частинах (1), (2) i (4) — доста-
тньо гладкi;

2) визначник Вронського V (τ ), побудований за системою функцiй{
ω(θ1τ ), . . . , ω(θsτ )

}
, вiдмiнний вiд нуля при τ ∈ [0, L];

3) iснує єдиний розв’язок усередненої задачi, який лежить в областi разом
iз деяким ρ-околом;

4) матриця

s∑

j=1

L∫

0

bj(τ, aΛ(τ ))dτ

— невироджена.
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Тодi для досить малого ε0 > 0 iснує єдиний розв’язок задачi (1)–(4) i для
всiх τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0] виконується оцiнка

‖a(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τ, y)‖+
+‖ϕ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−ϕ(τ, y, ψ, ε)− η(ε)‖ 6 c5ε

α, (5)

де α = (rm)−1, ‖η(ε)‖ 6 c6ε
α−1, a(τ, y), ϕ(τ, y, ψ, ε) — розв’язок усередненої

системи
da

dτ
= X0(τ, aΛ), (6)

dϕ

dτ
=
ω(τ )

ε
+ Y0(τ, aΛ) (7)

з умовами для розв’язку, аналогiчними (3), (4).

Зауваження. Усереднена задача значно простiша порiвняно з (1)–(4),
оскiльки правi частини рiвнянь (6) i (7) не залежать вiд ϕ. Компонента
розв’язку a(τ ) знаходиться iз (6), a(0) = a0, пiсля чого знаходження ком-
поненти розв’язку ϕ зводиться до iнтегрування з початковою умовою, що
знаходиться iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Приклад 2. Одержанi результати проiлюстровано на модельнiй задачi
da

dτ
= 1 + cos(ϕ− 2ϕθ), θ = 0.5;

dϕ

dτ
=

1 + 2τ

ε
, τ ∈ [0, 1];

a(0) = a0, a(1) =

1∫

0

ϕ(τ )dτ.

[1] Самойленко А.М., Петришин Р.I. Математичнi аспекти теорiї нелiнiйних
коливань. – Київ: Наукова думка, 2004.

[2] Бiгун Я.Й., Краснокутська I.В., Петришин Р.I. Усереднення в багаточасто-
тних системах iз лiнiйно перетвореними аргументами i багатоточковими та
iнтегральними умовами // Буковинський математичний журнал. – 2016. –
Т. 4, № 3-4. – С. 30-35.

[3] Henderson Johnny and Luca Rodica Boundary Value Problems for Systems of
Differential, Difference and Fractional Equation. – Kluwer, Dordrecht–Boston–
London, Netherlands, 2016.

[4] Jankowski T. Diferential equations with integral boundary conditions //
Journal Comput. Appl. Math. – 2002. – Vol. 147. – P. 1-8.

e-mail: yaroslav.bihun@gmail.com
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Кутовi областi збiжностi гiллястих
ланцюгових дробiв спецiального вигляду

Боднар Д.I.
Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет

Бiланик I.Б.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України

Об’єктом дослiдження є гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) спецiального ви-
гляду

b0 +
∞

D
k=1

ik−1∑

ik=1

1

bi(k)
, (1)

де b0, bi(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I = {i1i2 . . . ik : 1 ≤ ik ≤ ik−1 ≤ . . . ≤ i0; k ≥ 1; i0 = N} ,
N — фiксоване натуральне число.

Теорема 1. Нехай елементи N-вимiрного ГЛД (1) задовольняють умови

Re(bi(k)) > δ, 0 < δ < 1,
∣∣arg bi(k)

∣∣ < θ, θ <
π

4
, i(k) ∈ I. (2)

Тодi ГЛД (1) збiгається i справджується оцiнка швидкостi збiжностi

|fm − fNn| < MN

ln (1 + αn)
, m ≥ Nn,

де MN i α — деякi додатнi сталi, що не залежать вiд m i n.

Зауваження. Твердження теореми залишається правильним, якщо
умови (2) теореми замiнити умовами:

a)
Re(bi(k)) > 0;

b) {
Im
(
bi(2l)

)
> 0,

Im
(
bi(2l+1)

)
< 0,

або {
Im
(
bi(2l)

)
< 0,

Im
(
bi(2l+1)

)
> 0,

l = 1, 2, . . .

[1] Боднар Д.И. Ветвящиеся цепные дроби. – Киев: Наук. думка, 1986. – 176 с.
[2] Bodnar D.I., Bilanyk I.B. Convergence criterion for branched continued fracti-

ons of the special form with positive elements // Карпат. мат. публiкацiї. –
2017. – Т. 9, № 1. – P. 13-21.

[3] Gragg W.B., Warner D.D. Two constructive results in continued fractions //
SIAM J. Numer. Anal. – 1983. – Vol. 20, No. 3. – P. 1187-1197.

e-mail: bodnar4755@ukr.net, i.bilanyk@ukr.net
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Послiдовнiсть мероморфних функцiй багатьох змiнних
вiдповiдна до формального кратного ряду Лорана

Боднар Д.I.
Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет

Дмитришин Р.I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Нехай N — фiксоване натуральне число, k = (k1, k2, . . . , kN) — мультиiн-
декс. Для k ∈ ZN i z ∈ ĈN , де ĈN — розширений N-вимiрний комплексний
простiр, |k| = k1 + k2 + . . .+ kN , zk = zk11 zk22 . . . zkNN .

За П. Хенрiцi [2] вираз

L(z) =
∑

k≥m

ckz
k =

∞∑

k1=m1

∞∑

k2=m2

. . .
∞∑

kN=mN

ck1,k2,...,kN z
k1
1 zk22 . . . zkNN , (1)

де m ∈ ZN , ck ∈ C, k ≥ m, i cm 6= 0 або всi ck = 0, назвемо формальним
кратним рядом Лорана. Множина LN усiх формальних кратних рядiв Лорана
утворює поле над C вiдносно операцiй додавання i множення (див. [1, 2]).

Нехай функцiя багатьох змiнних R(z) мероморфна в початку координат,
тобто припустимо, що iснує мультиiндекс m ∈ ZN+ такий, що R(z)zm є го-
ломорфна в початку координат (тобто, у вiдкритому полiкрузi, що мiстить
початок координат). Для функцiї багатьох змiнних R(z) означимо її розви-
нення в формальний кратний ряд Лорана (1) в початку координат (таке, що
збiгається у вiдкритому полiкрузi iз виколотим початком координат) через
Λ(R), тобто задамо вiдображення Λ : R(z) → Λ(R). Послiдовнiсть функцiй
багатьох змiнних {Rn(z)}, мероморфних в початку координат, є вiдповiдною
до формального кратного ряду Лорана L(z), якщо

lim
n→∞

λ(L− Λ(Rn)) = ∞,

де λ — функцiя означена у такий спосiб: λ : LN → Z ∪ {∞}; якщо L = 0,
то λ(L) = ∞; якщо L 6= 0, то λ(L) = |m|, де m визначається iз (1). Якщо
послiдовнiсть {Rn(z)} є вiдповiдною до формального кратного ряду Лорана
L(z), то порядок вiдповiдностi функцiї багатьох змiнних Rn(z) визначимо так:

νn = λ(L− Λ(Rn)).

У цьому випадку за означенням функцiї λ випливає, що формальнi кратнi
ряди Лорана L(z) i Λ(Rn) збiгаються за всiма однорiдними полiномами до
степеня (νn − 1) включно.

Узагальнимо означення вiдповiдностi у такий спосiб: послiдовнiсть фун-
кцiй багатьох змiнних {Rn(z)}, мероморфних в z = ∞, є вiдповiдною до фор-
мального кратного ряду Лорана

L∗(z) =
∑

k≥m

c−kz
−k,
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де m ∈ ZN , c−k ∈ C, k ≥ m, i c−k 6= 0 або всi c−k = 0, в точцi z = ∞, якщо по-
слiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(1/w)}, мероморфних в початку ко-
ординат, є вiдповiдною до формального кратного ряду Лорана L(1/w), отри-
маному iз L∗(z) замiною zk на 1/wk, 1 ≤ k ≤ N. За аналогiєю вiдповiднiсть в
точцi z = a, a ∈ CN , можна означити, розглядаючи z = w + a.

Теорема 1. Нехай {Rn(z)} — послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних,
мероморфних в початку координат. Тодi:

(А) Iснує формальний кратний ряд Лорана (1) такий, що {Rn(z)} вiдпо-
вiдна до L тодi i лише тодi, коли

lim
n→∞

λ(Λ(Rn+1)− Λ(Rn)) = ∞. (2)

(Б) Якщо виконується (2), то формальний кратний ряд Лорана L, якому
вiдповiдна послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(z)}, визначається
однозначно.

(В) Якщо послiдовнiсть {λ(Λ(Rn+1) − Λ(Rn))} прямує монотонно до ∞,
то порядок вiдповiдностi Rn(z) визначається так:

νn = λ(Λ(Rn+1)− Λ(Rn)).

Нехай D — область в CN , тобто вiдкрита зв’язна множина. Послiдовнiсть
{fn(z)} функцiй, мероморфних в областi D, збiгається рiвномiрно на компа-
ктнiй пiдмножинi K областi D, якщо

1) iснує таке число NK ∈ Z+, що для всiх n ≥ NK функцiя fn(z) є голо-
морфна в деякiй областi, що мiстить K, i

2) для заданого ε > 0 iснує число Nε > NK таке, що

sup
z∈K

|fn+k(z)− fn(z)| < ε для n ≥ Nε, k ≥ 0.

Послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {fn(z)}, мероморфних в областi
D, рiвномiрно обмежена на компактнiй пiдмножинi K iз D, якщо iснують NK
i MK такi, що

sup
z∈K

|fn(z)| ≤MK , n ≥ NK .

Теорема 2. Нехай {Rn(z)} — послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних,
мероморфних в початку координат, вiдповiдна до формального кратного ряду
Лорана (1), де cm 6= 0, i нехай iснує множина

Dδ = {z ∈ CN : 0 < |zk| < δ, 1 ≤ k ≤ N}, δ > 0,

така, що для кожного n ≥ 0 функцiя багатьох змiнних Rn(z) є голоморфна
в Dδ. Нехай, далi, D — область, яка мiстить Dδ, i 0 6∈ D, якщо в мульти-
iндексi m принаймнi один iндекс mk < 0, де 1 ≤ k ≤ N. Тодi:

(А) Послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(z)} збiгається рiвно-
мiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi iз D тодi i лише тодi, коли {Rn(z)}
є рiвномiрно обмежена на кожнiй такiй пiдмножинi.

(Б) Якщо послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(z)} збiгається
рiвномiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi iз D, то

f(z) = lim
n→∞

Rn(z)
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— функцiя багатьох змiнних, голоморфна в D, i L(z) ≡ Λ(f).

Наступний результат є безпосереднiм наслiдком теореми 2.

Наслiдок. Нехай {Rn(z)} i {Qn(z)} — двi послiдовностi функцiй бага-
тьох змiнних, мероморфних в початку координат, вiдповiднi до одного фор-
мального кратного ряду Лорана (1), де cm 6= 0, i нехай обидвi цi послiдовностi
збiгаються рiвномiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi iз D, яка мiстить
вiдкритий полiкруг D∗ iз виколотим початком координат. Нехай, далi, для
кожного n ≥ 0 функцiї багатьох змiнних Rn(z) i Qn(z) є голоморфнi в D∗ i
0 6∈ D, якщо в мультиiндексi m принаймнi однин iндекс mk < 0, де 1 ≤ k ≤ N.
Тодi {Rn(z)} i {Qn(z)} збiгаються до однiєї функцiї багатьох змiнних f(z),
голоморфної в D, i для якої L(z) ≡ Λ(f).

Для λ(L) = m ≥ 0 твердження теореми 2 спрощується i, тому, сформулю-
ємо його окремо.

Теорема 3. Нехай {Rn(z)} — послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних,
мероморфних у початку координат, вiдповiдна до формального кратного сте-
пеневого ряду

L(z) =
∑

k≥0

ckz
k

де ck ∈ C, k ≥ 0, i D — область, яка мiстить початок координат. Тодi:
(А) Послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(z)} збiгається рiвно-

мiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi iз D тодi i лише тодi, коли {Rn(z)}
є рiвномiрно обмежена на кожнiй такiй пiдмножинi.

(Б) Якщо послiдовнiсть функцiй багатьох змiнних {Rn(z)} збiгається
рiвномiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi iз D, то

f(z) = lim
n→∞

Rn(z)

— функцiя багатьох змiнних, голоморфна в D, i L(z) ≡ Λ(f), тобто L(z) —
формальний кратний ряд Тейлора для f(z).

Наведенi вище результати є багатовимiрним узагальнення вiдповiдних ре-
зультатiв, отриманих В.Б. Джоунсом i В.Йо. Троном у роботi [3].

[1] Henrici P. Die Lagrange-Bürmannsche Formel bei formalen Potenzreihen //
Jber. d. Dt. Math.-Verein. – 1984. – Bd. 86. – S. 115-134.

[2] Henrici P. Topics in computational complex analysis, IV: The Lagrange-
Bürmann formula for systems of formal power series // Computational Aspects
of Complex Analysis: Proc. of the NATO Advanced Study Ins. held at
Braunlage, Harz, Germany, July 26 – August 6, 1982. – Springer: Dordrecht,
1983. – Vol. 102. – S. 193-216.

[3] Jones W.B., Thron W.J. Sequences of meromorphic functions corresponding
to a formal Laurent series // SIAM J. Math. Anal. – 1979. – Vol. 10, No. 1. –
P. 1-17.

e-mail: bodnar4755@ukr.net, dmytryshynr@hotmail.com
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Базиси алгебр симетричних полiномiв
на деяких банахових просторах

Василишин Т.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Базисом алгебри A називають множину B ⊂ A таку, що кожен елемент
алгебри A можна єдиним чином подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї добуткiв
елементiв множини B.

Нехай Ξ — множина всiх бiєкцiй σ : [0, 1] → [0, 1] таких, що σ i σ−1 є вимiр-
ними за Лебегом i зберiгають мiру. Нехай L∞[0, 1] — це комплексний банахiв
простiр всiх вимiрних за Лебегом суттєво обмежених функцiй x : [0, 1] → C
iз нормою ‖x‖ = ess supt∈[0,1]|x(t)|. Функцiю f : L∞[0, 1] → C називають симе-
тричною, якщо f(x ◦ σ) = f(x) для всiх x ∈ L∞[0, 1] i σ ∈ Ξ.

Теорема 1. Сукупнiсть полiномiв {Rn : n ∈ N ∪ {0}}, визначених як
R0(x) = 1 i

Rn(x) =

∫ 1

0

(x(t))n dt

для n ∈ N, де x ∈ L∞[0, 1], є базисом алгебри всiх неперервних симетричних
полiномiв, якi дiють з L∞[0, 1] в C.

Нехай p ∈ [1,+∞) i n ∈ N. Нехай Lp[0, 1] — це комплексний банахiв простiр
усiх функцiй x : [0, 1] → C, p-тий степiнь яких є iнтегровним за Лебегом, iз
нормою

‖x‖p =

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
)1/p

.

Нехай (Lp[0, 1])
n — це n-тий декартiв степiнь простору Lp[0, 1] iз нормою

‖x‖ =

(∫ 1

0

|x1(t)|p dt+ . . .+

∫ 1

0

|xn(t)|p dt
)1/p

,

де x = (x1, . . . , xn) ∈ (Lp[0, 1])
n . Функцiю f : (Lp[0, 1])

n → C називають симе-
тричною, якщо f((x1 ◦ σ, . . . , xn ◦ σ)) = f((x1, . . . , xn)) для всiх (x1, . . . , xn) ∈
(Lp[0, 1])

n i σ ∈ Ξ.

Теорема 2. Сукупнiсть полiномiв {Hk : k ∈ (N ∪ {0})n, 0 ≤ |k| ≤ ⌈p⌉} ,
визначених як H(0,...,0)(x) = 1 i

Hk(x) =

∫ 1

0

n∏

s=1
ks>0

(xs(t))
ks dt

для k = (k1, . . . , kn) ∈ (N∪{0})n, 1 ≤ |k| ≤ ⌈p⌉, де x = (x1, . . . , xn) ∈ (Lp[0, 1])
n ,

є базисом алгебри всiх неперервних симетричних полiномiв, якi дiють з
(Lp[0, 1])

n в C.

e-mail: taras.v.vasylyshyn@gmail.com
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Оптимальне керування задачею з невiдомими межами
для сингулярної гiперболiчної системи

квазiлiнiйних рiвнянь

Венгерський П.С.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Кирилич В.М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Пелюшкевич О.В.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

У прямокутнику Π(T0) = {(x, t) | 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T0}, де l > 0, T0 > 0 —
деякi сталi, розглянемо систему

m∑

k=1

gik(x, t, u, v)

(
∂uk
∂t

+ λi(x, t, u, v)
∂uk
∂x

)
= fi(x, t, u, v), i ∈ {1, . . . ,m}, (1)

∂vj
∂x

= qj(x, t, u, v), j ∈ {1, . . . , n}, (2)

де u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vn).
Поряд iз системою (1)–(2) розглянемо систему рiвнянь, що характеризує

поведiнку "внутрiшнiх" невiдомих лiнiй

dsj
dt

= rj(s(t), t, u(sj(t), t), v(sj(t), t)), j ∈ {1, . . . , n}, s = (s1, . . . , sn). (3)

Початковi та крайовi умови для системи (1)–(3) мають вигляд

u(x, 0) = α(x, u(0)(x)), 0 ≤ x ≤ l, (4)

sj(0) = cj , j ∈ {1, . . . , n}, 0 ≤ cj ≤ l, (5)

ui(0, t) = γ0
i (t, u(0, t), v(0, t), u

(1)(t)), i ∈ I+ = {i | sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1} , (6)

ui(l, t) = γli(t, u(l, t), v(l, t), u
(2)(t)), i ∈ I− = {i | sgn(λi(l, 0, 0, 0)) = −1} , (7)

vj(sj(t), t) = βj(t, u
(3)(t)), j ∈ {1, . . . , n},

де функцiї α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βn), γ
0
i (i ∈ I+), γ

l
i (i ∈ I−) i ста-

лi cj , (j ∈ {1, . . . , n}) є заданi, а u(0)(x), u(1)(t), u(2)(t), u(3)(t) — вектор-
функцiї, якi належать простору керувань, який складається з неперервно-
диференцiйовних функцiй таких, що для компактiв Uk(k ∈ {1, 2, 3}) : u(k) :

R+ → Uk, Uk ⊂ Rpk , pk ∈ N, u(0) : [0, l] → U0, U0 ⊂ Rp0 , p0 ∈ N.
13



Цiльовий функцiонал має вигляд

J(u(0), u(1), u(2), u(3)) =

∫ ∫

Π(T0)

G(w(x, t), x, t)dxdt, w = (u, v, s), (8)

де G : Rm+2n ×Π(T0) → Π(T0) i є вимiрною на Π(T0) для довiльної функцiї w.
Отже, потрiбно дослiдити задачу

min
u(k)∈U

J(u(0), u(1), u(2), u(3)),

де мiнiмум береться по тих u(k), для яких iснує єдиний узагальнений розв’язок
задачi (1)–(7) в тому сенсi, що для набору керувань (u(0), u(1), u(2), u(3)) ком-
поненти її розв’язку w = (u, v, s) задовольняють систему вiдповiдних iнтегро-
операторних рiвнянь [1].

За допомогою методики роботи [1] доведено коректну розв’язнiсть сфор-
мульованої задачi, а для деяких конкретних випадкiв наведено числову реа-
лiзацiю задачi та побудовано графiчне зображення розв’язкiв при фiксованих
часових значеннях.

Зауваження. Пiдiнтегральна функцiя G у цiльовому функцiоналi в при-
кладних задачах має один iз виглядiв [2]:

1) G(ω, x, t) =
1

2
e−ρt

m+2n∑
i=1

(ωi − ωi)
2, де ω : Π(T0) → Rm+2n — задана фун-

кцiя, ρ — норма дисконтування;

2) G(ω, x, t) = e−ρtg(ω, x, t), де g : Rm+2n × Π(T0) → Π(T0) — задана обме-
жена функцiя.

Зазвичай, пiдiнтегральнi функцiї цiльового функцiоналу представленi у
виглядi добутку iнтегровної на вiдповiднiй областi функцiї, яка не залежить
вiд розв’язку задачi (1)–(7) та нелiнiйної функцiї вiд розв’язку, рiст якого не
перевищує рiст iнтегрованої функцiї для всiх допустимих наборiв керувань.

[1] Derevianko T. O., Kyrylych V. M. Problem of optimal control for a semilinear
hyperbolic system of equations of the first order with infinite horizon planni-
ng // Ukrainian Math. Jornal. – 2015. – V. 67, No. 2. – P. 211-229.

[2] Rockafellar R. T. Hamiltonian traectories and saddle points in mathematical
economics // Control and Cybernetics. – 2009. – V. 38, No. 48. – P. 1575-1588.

e-mail: p_vengersky@lnu.edu.ua, vkyrylych@ukr.net, olpelushkevych@ukr.net
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Про функцiю Аппеля F4, дiаграми Фейнмана
та гiллястi ланцюговi дроби

Гоєнко Н.П.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Баран О.Є.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Берегова Г.I.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Манзiй О.С.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Гiпергеометричнi функцiї дають змогу природно одержати аналiтичне
представлення iнтегралiв вiдповiдних дiаграм Фейнмана в деяких зв’язних
областях незалежних кiнематичних змiнних [1]. Такi представлення виника-
ють у процесi пошуку розв’язкiв системи однорiдних лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними. Зокрема, розв’язком такої системи є
гiпергеометрична функцiя Аппеля F4 [2], що означується подвiйним степене-
вим рядом

F4(a, b; c, c
′; z1, z2) =

∞∑

m,n=0

(a)m+n(b)m+n

(c)m(c′)n

zm1 z
n
2

m!n!
,

де a, b, c, c′ — комплекснi сталi, z1, z2 — комплекснi змiннi, причому c, c′ 6= 0,
−1, −2, . . ., (d)k = d(d+ 1) . . . (d+ k − 1) — символ Похгаммера.

Д.I. Боднар побудував розвинення вiдношення функцiй Аппеля F4 у гiлля-
стий ланцюговий дрiб [3]. У доповiдi пропонується застосувати це розвинення
до побудови наближень гiпергеометричних функцiй Аппеля F4.

[1] Tai-Fu Feng, Chao-Hsi Chang, Jian-Bin Chen, Zhi-Hua Gu, Hai-Bin Zhang.
Evaluating Feynman integrals by the hypergeometry // Nuclear Physics. –
2018. – Vol. 927. – P. 516-549.

[2] Appell P., Kampe de Feriet J. Fonctions hypergeometriques et hyperspheriques.
Polynomes d’Hermite. – Paris: Gauthier-Villars, 1926.

[3] Боднар Д.I. Багатовимiрнi C-дроби // Мат. методи та фiз.-мех. поля. –
1996. – Т. 39, № 2. – С. 39-46.
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Мiшанi задачi для елiптично-параболiчних рiвнянь
у необмежених областях з умовами на нескiнченностi

Грядiль Н.Я., Бокало М.М.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Нехай Ω — необмежена область в Rn (n ∈ N); ∂Ω — межа Ω, причому
∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, Γ1 ∩ Γ0 = ∅; ν = (ν1, . . . , νn) — одиничний вектор зовнiшньої до
∂Ω нормалi; Q := Ω × (0, T ), Σ0 := Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ), де T > 0 —
деяке число; Bd(Ω) — множина всеможливих обмежених пiдобластей областi
Ω; k ∈ {1, . . . , n} таке, що множина Ω

⋂{x ∈ Rn : |x1|2 + . . . + |xK |2 < R} є
обмеженою для деякого R > 0.

Розглядаємо задачу: знайти функцiю u : Q → R, яка задовольняє (в пев-
ному сенсi) рiвняння

∂

∂t
(b(x)u)−

n∑

i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) =

f0(x, t)−
n∑

i=1

∂

∂xi
fi(x, t), (x, t) ∈ Q , (1)

крайовi умови

u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0 (2)

та початкову умову

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω0, (3)

де b : Ω → R – вимiрна функцiя така, що b(x) ≥ 0 для всiх x ∈ Ω i ess sup
x∈Ω′

b(x) <

∞ для будь-якої Ω′ ∈ Bd(Ω), aj : Q × R × Rn → R (j = 0, n), f : Q → R, u0 :

Ω → R — заданi дiйснозначнi функцiї, ∂u(x, t)/∂νa :=
n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u) νi(x),
(x, t) ∈ Σ1, — похiдна по "конормалi".

Розглядаємо випадок, коли рiвняння (1) — анiзотропне, причому показни-
ки нелiнiйностi — змiннi, наприклад,

(b(x)u)t −
n∑

i=1

(
âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi

)

xi

+ â0(x, t)|u|p0(x)−2u = f(x, t), (4)

де âi (i = 0, n) — деякi вимiрнi, додатнi i вiддiленi вiд нуля функцiї, pi > 1 (i =
0, n) — вимiрнi та обмеженi функцiї (показники нелiнiйностi).

Нехай p = (p0, p1, . . . , pn) : Ω → R1+n — вектор-функцiя, яка задовольняє
умову:
(P∗) для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя pi : Ω → R — вимiрна i
ess inf
x∈Ω′

pi(x) > 1, ess sup
x∈Ω′

pi(x) < ∞ для будь-якої Ω′ ∈ Bd(Ω), причому

p0(x) > 2, p0(x) = p1(x) = . . . = pk(x) = 2 для майже всiх x ∈ Ω.
Нехай для вектор-функцiї p, що задовольняє умову (P∗), A0

p — множина,
будь-який елемент якої задовольняє такi умови:
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(A1) для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя ai(x, t, ρ, ξ), (x, t, ρ, ξ) ∈
Q× R1+n — каратеодорiвська;

(A2) для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n}, майже всiх (x, t) ∈ Q i будь-яких (ρ, ξ) ∈
R1+n виконується нерiвнiсть

|ai(x, t, ρ, ξ)| 6 h1,i(x, t)
(
|ρ|p0(x)/p′i(x) +

n∑

j=1

|ξj |pj (x)/p
′
i(x)
)
+ h2,i(x, t),

де h1,i ∈ L∞, loc(Q), h2,i ∈ L
p

′
i
(·), loc

(Q).

(A3) для майже всiх (x, t) ∈ Q та будь-яких (ρ1, ξ
1), (ρ2, ξ

2) ∈ R1+n вико-
нуються нерiвностi

k∑

i=1

|ai(x, t, ρ1, ξ1)− ai(x, t, ρ2, ξ
2)| 6 g1(x, t)|ξ′1 − ξ′2|+ g2(x, t)|ρ1 − ρ2|, (5)

n∑

i=1

(ai(x, t, ρ1, ξ
1)− ai(x, t, ρ2, ξ

2))(ξ1i − ξ2i ) + (a0(x, t, ρ1, ξ
1)−

−a0(x, t, ρ2, ξ2))(ρ1 − ρ2) > q1(x, t)|ξ′1 − ξ′2|2 + q2(x, t)|ρ1 − ρ2|2, (6)

де ξ′j := (ξj1, . . . , ξ
j
k) , |ξ′j | := (|ξj1|2 + . . .+ |ξjk|2)1/2 ∀j ∈ {1, 2}, а g1, g2, q1, q2 :

Q→ R — неперервнi на Q функцiї, що задовольняють умови:
• q1(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Q;
• для деякого дiйсного числа µ виконується нерiвнiсть

q2(x, t) + µ > 0 ∀(x, t) ∈ Q; (7)

• iснує неперервна функцiя A : [1,+∞) → (0,+∞) така, що
∞∫

1

[A(τ )]−1dτ = +∞ (8)

i для будь-яких τ > 1 виконується нерiвнiсть

d1(τ )λ
−1/2(τ ) + d2(τ )λ

−1(τ ) 6 A(τ ). (9)

(A4) для майже всiх (x, t) ∈ Q i будь-яких (ρ, ξ) ∈ R1+n виконується
нерiвнiсть

n∑

i=0

ai(x, t, ρ, ξ)ξi + a0(x, t, ρ, ξ)s >

q1(x, t)
k∑

i=1

|ξi|2 + q2(x, t)|ρ|2 + q3(x, t)
n∑

i=k+1

|ξi|pi(x),

де q1, q2 з умови (A3), q3 ∈ C(Q) i q3(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Q.
За наведених припущень на вихiднi данi, доведено iснування та єдинiсть

узагальненого розв’язку задачi (1)–(3).

e-mail: mm.bokalo@gmail.com, nikolyetta@gmail.com
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Про локальну розв’язнiсть задачi Кошi
для квазiлiнiйного виродженого ультрапараболiчного

рiвняння типу Колмогорова

Iвасишен С.Д.
Нацiональний технiчний унiверситет України

"Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського"

Мединський I.П.
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Нехай n-вимiрна просторова змiнна x складається з n1-вимiрної основ-
ної змiнної x1 та n2-вимiрної x2 i n3-вимiрної x3 змiнних виродження, n1 ≥
n2 ≥ n3, так що n = n1 + n2 + n3; ml = l − 1/2, l ∈ {1, 2, 3}. Вiдповiдно
до цього мультиiндекс k ∈ Zn+, записуватимемо у виглядi k := (k1, k2, k3), де

kl := (k1l, . . . , k1nl ) ∈ Z
nl
+ , l ∈ {1, 2, 3} i |kl| :=

nl∑
j=1

klj ; Dxu := {∂k1x1u | |k1| ≤ 1};

ΠH := {(t, x) | t ∈ H, x ∈ Rn}, якщо H ⊂ R. Будемо користуватися таки-

ми позначеннями: ∆zs
xsf(·, x, ·) := ∆z(s)

x f(·, x, ·) := f(·, xs, ·) − f(·, zs, ·), s ∈
{1, 2, 3}, z(1) := (z1, x2, x3), z

(2) := (x1, z2, x3), z(3) := (x1, x2, z3); ξ
(1) :=

(ξ1, x2, x3); X(t) := (X1(t), X2(t),X3(t)), X1(t) := x1, X2(t) := x2 + tx̂1,
X3(t) := x3 + tx′

2 + 2−1t2x′
1, t ∈ R, x̂1 := (x11, . . . , x1n2) , x′

1 := (x11, . . . , x1n3),
x′
2 := (x21, . . . , x2n3).

Розглядається задача Кошi


∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j −
n3∑

j=1

x2j∂x3j −
n1∑

j,l=1

ajl(t, x)∂x1j∂x1l−

−
n1∑

j=1

aj(t, x)∂x1j − a0(t, x)

)
u(t, x) = f(t, x,Dxu), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn. (2)

Будемо припускати, що коефiцiєнти ajl,aj i a0 є комплекснозначними фун-
кцiями на Π[0,T ], якi задовольняють такi умови:

1) вони є обмеженими й неперервними та iснує така стала δ > 0, що для
довiльних (t, x)∈Π[0,T ] i σ1:=(σ11, . . . , σ1n1)∈Rn1 справджується нерiвнiсть

Re
n1∑

j,l=1

ajl(t, x)σ1jσ1l ≥ δ|σ1|2; (3)

2) вони є гельдеровими за просторовими змiнними в такому сенсi:

∃H1 > 0 ∃α1 ∈ (0, 1) ∀{(t, x), (t, z(1))} ⊂ Π[0,T ] :

|∆z1
x1a(t, x)| ≤ H1|x1 − z1|α1 , (4)

∃H2 > 0 ∃α2 ∈ (1/3, 2/3] ∀{(t, x), (t, z(2))} ⊂ Π[0,T ] ∀h ∈ [0, T ] :

|∆z2
x2a(t, x)| ≤ H2(h

m2α2 + |X2(h)− z2|α2), (5)
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∃H3 > 0 ∃α3 ∈ (3/5, 2/3] ∀{(t, x), (t, z(3))} ⊂ Π[0,T ] ∀h ∈ [0, T ] :

|∆z3
x3a(t, x)| ≤ H3(h

m3α3 + |X3(h)− z3|α3), (6)

3) ∃H4 > 0 ∀{(t, x), (t, ξ(1)), (t, z(s))} ⊂ Π[0,T ] ∀h ∈ [0, T ] :

|∆ξ1
x1∆

zs
ysa(t, x)| ≤ H4|x1 − ξ1|α1(hmsαs + |Xs(h)− zs|αs), s ∈ {2, 3}, (7)

де a — будь-який iз коефiцiєнтiв ajl , aj i a0.
За умов (3)–(7) доводиться iснування класичного фундаментального

розв’язку задачi Кошi Z для вiдповiдного (1) лiнiйного рiвняння i встановлюю-
ться точнi оцiнки Z, його похiдних i приростiв старших похiдних за просторо-
вими змiнними. Для цього використано модифiкацiю класичного методу Левi
[1], [2], яка ґрунтується на поетапному застосуваннi методу Левi. Для рiвнянь
з меншою кiлькiстю груп змiнних виродження така методика розроблялась i
застосовувалась в працях [3],[4]. Зауважимо, що умова (7) для коефiцiєнтiв
рiвняння (1) виникає лише у випадку двох груп змiнних виродження.

За допомогою отриманих результатiв для лiнiйних рiвнянь доводиться
твердження про локальну розв’язнiсть у шарi Π[0,T0], T0 < T , задачi Кошi
(1), (2) для квазiлiнiйного виродженого ультрапараболiчного рiвняння типу
Колмогорова. Умови на праву частину — функцiю f та початкову функцiю ϕ,
а також методика доведення твердження, подiбнi до умов i методики, якi ви-
користовувались ранiше в статтi [5] для випадку рiвняння, коефiцiєнти якого
залежать лише вiд змiнної t.

[1] Iвасишен С., Мединський I. Про класичний фундаментальний розв’язок
задачi Кошi для ультрапараболiчного рiвняння типу Колмогорова // Су-
часнi проблеми механiки i математики. – Львiв: Iнститут прикладних про-
блем механiки та математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, 2013. –
Т. 1. – С. 36-38.

[2] Ivasyshen S.D., Medynsky I.P. On aplications of the Levi method in the theory
of parabolic equations // Математичнi студiї . – 2017. – Т. 47, № 1. – С. 33-46.

[3] Iвасишен С.Д., Мединський I.П. Класичнi фундаментальнi розв’язки для
ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова з двома групами просторо-
вих змiнних // Збiрник праць Iн-ту математики НАН України. – 2016. –
Т. 13, № 1. – С. 108-155.

[4] Iвасишен С.Д., Мединський I.П. Про класичнi фундаментальнi розв’язки
задачi Кошi для ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова з двома
групами просторових змвнних // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2016. –
Т. 59, № 2. – С. 28-42.

[5] Мединський I.П. Дослiдження С.Д. Ейдельмана нелiнiйних задач та їх роз-
виток // Наук. вiсник Чернiвецького нац. ун-ту iм. Юрiя Федьковича. Сер.
математика: Зб. наук. пр. – Т. 1, № 1-2. – Чернiвцi: Чернiвецький нац. ун-т,
2011. – С. 114-128.
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Комбiнованi методи наближеного розв’язання
задачi Кошi для квазiлiнiйного рiвняння

з частинними похiдними першого порядку

Казмерчук А.I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Розглянемо задачу Кошi для квазiлiнiйного диференцiального рiвняння з
частинними похiдними першого порядку

ut + ϕ(u)x = 0, (1)

u|t=0 = u0(x), (2)

де ϕ(u) ∈ C2,α, u = u (t, x) , u0(x) ∈ L∞(R).
Нехай τ > 0 i при i ∈ N0 : i (mod 2) = 0, τ ∈ [iτ, (i+ 1)τ ) uε(t, x) —

наближений розв’язок за методом A задачi Кошi (1), (2), запропонований в
[1].

Далi, нехай при i ∈ N0 : i (mod 2) = 1, τ ∈ [iτ, (i+ 1)τ ) uε(t, x) — наближе-
ний розв’язок за методом B задачi Кошi (1), (2), запропонований в [1].

Отримано оцiнки збiжностi наближених розв’язкiв до узагальненого
розв’язку задачi (1), (2) у наступному сенсi.

Означення. При ε > 0 функцiя uε(t, x), яка на рiзних смугах є почер-
говим наближеним розв’язком за методом A i за методом B, називається
AB-наближеним розв’язком задачi (1), (2).

Теорема 1. Нехай ε = O(τ ). Тодi для AB-наближеного розв’язку uε(t, x)
при ε1,2 > 0 справджується оцiнка

‖uε1 (t, ·) − uε2 (t, ·)‖L1,loc(R)
≤ µ (ε1 + ε2) ,

де функцiя µ (σ) → 0, σ → 0 залежить вiд модуля неперервностi λ(σ)
в L1,loc(R) початкової функцiї u0(x) та вiд швидкостi збiжностi в набли-
жених методах A i B.

Теорема 2. Нехай var (u0 (x)) < +∞. Тодi для AB-наближеного розв’яз-
ку uε(t, x) при ε1,2 > 0 справджується оцiнка

‖uε1 (t, ·) − uε2 (t, ·)‖L1,loc(R)
≤ C(ε1 + ε2)

δ,

де δ ∈ (0, 1) залежить вiд вiд швидкостi збiжностi в наближених методах
A i B.

Теорема 3. Нехай ε = O(τ ). Тодi для AB-наближених розв’язкiв uε (t, x)
i vε (t, x) ε1,2 > 0, i таких, що вiдповiдають початковим функцiям u0(x) та
v0(x), справджується оцiнка

‖uε1 (t, ·)− vε2 (t, ·)‖L1,loc(R)
≤ ‖u0 (·)− v0 (·)‖L1,loc(R)

+ µ(ε1 + ε2),
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де функцiя µ (σ) → 0, σ → 0 залежить вiд сумiсного модуля неперервно-
стi λ(σ) в L1,loc(R) початкових функцiї u0(x) та v0(x) та вiд швидкостi
збiжностi в наближених методах A i B.

Теорема 4. Нехай var (u0 (x)) < +∞ i var (v0 (x)) < +∞. Тодi для
AB-наближених розв’язкiв uε (t, x) i vε (t, x) при ε1,2 > 0, i таких, що вiдпо-
вiдають початковим функцiям u0(x) та v0 (x), справджується оцiнка

‖uε1 (t, ·)− vε2 (t, ·)‖L1,loc(R)
≤ ‖u0 (·)− v0 (·)‖L1,loc(R)

+ (ε1 + ε2)
δ,

де δ ∈ (0, 1) залежить вiд вiд швидкостi збiжностi в наближених методах
A i B.

Доведення теорем аналогiчне до доведення тверджень в [1, 2] i ґрунтує-
ться на оцiнцi функцiонала

L (u, k, f) = −
∫∫ T+∞

0−∞

{|u− k| ft + sign(u− k)(ϕ (u)− ϕ(k))fx} dxdt

iз застосуванням оцiнок для модулiв неперервностi в L1,loc([0, T ] × R1) на-
ближених розв’язкiв, якi дозволять отримати компактнiсть сiм’ї наближених
розв’язкiв.

Зауважимо, що варiацiя розмiрiв смуг, на яких почергово застосовуються
наближений метод A та наближений метод B, дозволяє оптимiзувати швид-
кiсть збiжностi наближених розв’язкiв до точного.

Зрозумiло, що iз теорем 1–4 незалежно можна отримати iснування та, що
надзвичайно важливо, єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (1), (2).

[1] Казмерчук А.I. До обґрунтування наближених методiв розв’язання квазi-
лiнiйних законiв збереження з негладкими даними задачi // Вiсник нацiо-
нального унiверситету "Львiвська полiтехнiка", Прикладна математика. –
2000. – № 411. – C. 147-151.

[2] Казмерчук А.I. В’язкiсно-згладжувальний метод розв’язання задачi Кошi
для квазiлiнiйного рiвняння з частинними похiдними першого порядку //
Проблемы научной мысли. – 2016. – Т. 12, № 10. – C. 98-100.

e-mail: a_kazmerchuk@ukr.net
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Задача з триточковими умовами за часовою змiнною
для рiвняння з частинними похiдними

у двовимiрному цилiндрi

Каленюк П.I., Волянська I.I., Iлькiв В.С., Нитребич З.М.
Нацiнальний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

У роботi дослiджено триточкову задачу в областi D = [0; T ]×Ω, де T > 0,
Ω— одновимiрний тор R/2πZ, для лiнiйного рiвняння з частинними похiдними

Lu = ∂3
t u+ ∂2

t

1∑

j=0

a2j∂
j
xu+ ∂t

2∑

j=0

a1j∂
j
xu+

3∑

j=0

a0j∂
j
xu = 0, (1)

u(0, x) = ϕ1(x), u(τ, x) = ϕ2(x), u(T, x) = ϕ3(x), 0 < τ < T, (2)

де aij ∈ C, причому i + j = 0, 1, 2, 3, ϕ1 = ϕ1(x), ϕ2 = ϕ2(x), ϕ3 = ϕ3(x)—
заданi перiодичнi функцiї, u = u(t, x)— шукана функцiя.

Умови однозначної розв’язностi задачi (1), (2) встановлено у просторах
E

3,q
β (D) перiодичних функцiй з експоненцiйною змiною коефiцiєнтiв Фур’є, а

саме: E3,q
β (D), де q ∈ R, β : [0; T ] → R, — банахiв простiр функцiй u = u(t, x)

таких, що похiднi ∂ltu(t, x) =
∑
k∈Z

u
(l)
k (t)eikx, l = 0, 1, 2, 3, для кожного t з про-

мiжку [0, T ] належать до просторiв E
q−l
β(t)

(Ω) вiдповiдно i неперервнi за змiнною
t у цих просторах, а Eqα(Ω), α ∈ R, — гiльбертiв простiр перiодичних функцiй
ψ = ψ(x) =

∑
k∈Z

ψke
ikx. Функцiя β, яка параметризує простiр E

3,q
β (D), вказує

на залежнiсть гладкостi розв’язку задачi за просторовою змiнною x вiд ча-
сової змiнної t. Квадрати норм функцiй ψ та u обчислюються за формулами

‖ψ‖2
E
q
α(Ω) =

∑
k∈Z

k̃2qe2k̃α|ψk|2, ‖u‖2
E

3,q
β

(D)
=

3∑
l=0

max
[0,T ]

∥∥∂ltu(t, ·)
∥∥2
E
q−l
β(t)

(Ω)
вiдповiдно,

де k̃ =
√
1 + k2.

Отриманi результати доповнюють дослiдження [1], в якому розглянуто ви-
падок однакових часових промiжкiв (τ = T/2).

Особливiстю презентованого дослiдження є наявнiсть у задачi лише од-
нiєї просторової змiнної x, завдяки чому вдається уникнути проблеми малих
знаменникiв, яка характерна для подiбних задач з багатьма просторовими
змiнними.

У такий спосiб iз умовно коректних багатоточкових задач видiляється клас
триточкових коректних за Адамаром задач.

[1] Волянська I.I., Iлькiв В.С. Умови розв’язностi триточкової задачi для ди-
ференцiального рiвняння з частинними похiдними у двовимiрному цилiн-
дрi // Збiрник праць Iнституту математики НАН України. – 2015. – Т. 12,
№ 2. – С. 74-100.
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Функцiї Ґрiна задач термопружностi для пiвпросторiв
з джерелами або диполями тепла

Кiт Г.С., Андрiйчук Р.М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України

За дiї теплових джерел або диполiв побудованi функцiї Ґрiна задач стацiо-
нарної теплопровiдностi й термопружностi для пiвпросторiв з вiльною, жорс-
тко, гладко або гнучко закрiпленою межею, на якiй задана нульова температу-
ра або теплоiзоляцiя. При цьому використано гармонiчнi потенцiали простого
та подвiйного шару при розв’язуваннi задач теплопровiдностi й термопружнi
потенцiали перемiщень у безмежному просторi з двома дзеркально розташова-
ними вiдносно межi тепловими джерелами (стоками) або диполями, осi яких
спрямованi в одну або в протилежнi сторони осi Oz. Для задоволення крайо-
вих умов на межi побудовано бiгармонiчнi функцiї Лява. Наведено явнi вира-
зи для температури, перемiщень i напружень, якi використано при визначеннi
термопружного стану пiвпростору, зумовленого розподiленими у паралельнiй
до межi круговiй областi S джерелами або диполями тепла.

Для визначення густини теплових джерел при заданiй в областi S темпера-
турi та густини теплових диполiв при вiдомому там тепловому потоцi (який зу-
мовлений збуренням заданого теплового потоку теплонепроникним круговим
включенням) побудованi двовимiрнi iнтегральнi рiвняння з полярними, гiпер-
сингулярними й регулярними ядрами (що враховують крайовi умови на межi).
Для кругової областi цi рiвняння можна розв’язувати аналiтично-числовим
способом. Для цього їх регуляризуємо, розбиваємо область S на граничнi еле-
менти за радiусом та кутом i задовольняємо рiвняння в колокацiйних точках
усерединi введених елементiв, використовуючи кусково-сталу апроксимацiю
шуканих функцiй та рiзницевi схеми для її перших i других похiдних. Так
приходимо до системи лiнiйних алгебричних рiвнянь. Для певних розподiлiв
джерел i диполiв тепла визначенi напруження на межi тiла.

[1] Кiт Г.С., Андрiйчук Р.М. Вплив стацiонарного джерела тепла на напруже-
ний стан пiвпростору з жорстко, гладко або гнучко закрiпленою межею //
Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2015. – Т. 58, № 4. – С. 78-86.

[2] Кiт Г.С., Андрiйчук Р.М. Термопружний стан пiвпростору iз закрiпленою
межею за тепловидiлення у паралельнiй до неї круговiй областi // Фiз.-хiм.
механiка матерiалiв. – 2017. – Вип. 3. – С. 98-104.

[3] Кiт Г.С., Андрiйчук Р.М. Термонапружений стан пiвпростору з вiльною
межею за теплоiзоляцiї у паралельнiй до неї круговiй областi // Вiсник
Київськ. нац. ун-ту iменi Тараса Шевченка. Сер.: фiз.-мат. науки. – 2017. –
Вип. 3. – С. 79-82.
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Бiфуркацiя циклiв параболiчних систем
iз малою дифузiєю

Клевчук I.I.
Чернiвецький нацiональний унiверситет

iменi Юрiя Федьковича

Розглядається рiвняння [1, 2]

∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α+ iβ)u

]
+ (d0 + ic0)u

2u (1)

з перiодичною умовою
u(t, x+ 2π) = u(t, x), (2)

де ε — малий додатний параметр.

Теорема 1. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0, d0 < 0 i для деякого цiлого
n виконується нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке ε0 > 0, що при
0 < ε < ε0 задача (1), (2) має перiодичнi вiдносно t розв’язки

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+ nx)) +O(ε),

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ + εc0r
2
n − εδn2, n ∈ Z.

Цi розв’язки експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова (d0r

2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2 − 2δc0r

2
n) >

4γ2n2(c0r
2
n − δk2)2 при всiх k ∈ Z\{0}.

Цей метод можна застосувати до дослiдження перiодичних режимiв систем
iз запiзненням та рiвняння спiнового горiння

∂2ξ

∂t2
+ ξ = 2ε

[
∂ξ

∂t

(
1− 4

3

(
∂ξ

∂t

)2
)

+
1

̺2
∂3ξ

∂t∂x2

]
, ξ(t, x+ 2π) = ξ(t, x), (3)

де ε — малий додатний параметр, ̺ > 0. Бiжучi хвилi задачi (3) мають вигляд

ξn(t, x) =

√
1− n2

̺2
cos(t + nx) + O(ε), де n ∈ Z, n2 < ̺2. Бiжучi хвилi ξn(t, x)

експоненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки тодi, коли n2 <
1

6
(2̺2 + 1).

[1] Klevchuk I.I. Existence of countably many cycles in hyperbolic systems of
differential equations with transformed argument // J. Math. Sci. – 2016. –
V. 215, No. 3. – P. 341-349.

[2] Klevchuk I.I. Bifurcation of self-excited vibrations for parabolic systems with
retarded argument and weak diffusion // J. Math. Sci. – 2017. – V. 226, No. 3. –
P. 285-295.
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Двостороннi алгоритми
з надлiнiйною швидкiстю збiжностi

Копач М.I.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Юркiвська О.Р.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Вимоги щодо монотонностi та опуклостi оператора F у рiвняннi

x = Fx

належать до iстотних перешкод, якi утрудняють використання методу Чапли-
гiна та його модифiкацiй на практицi. Численнi спроби послабити цi вимоги
приводили здебiльшого до двостороннiх алгоритмiв з немонотонними та нео-
пуклими операторами, якi втрачали в порiвняннi з методом Чаплигiна хара-
ктерну для нього квадратичну швидкiсть збiжностi.

Двостороннi методи Курпеля не потребують монотонностi та опуклостi
оператора F i водночас зберiгають квадратичну збiжнiсть, однак при їх об-
ґрунтуваннi присутня вимога диференцiйовностi оператора F та потреба вiд-
шукання вiдповiдних обернених операторiв що на практицi вдається реалiзу-
вати тiльки наближено.

Розвиваючи iдеї М.С. Курпеля Б.А. Шувар [1], [2] запропонував пiдхiд,
який дозволяє будувати двостороннi алгоритми не вимагаючи диференцiйов-
ностi оператора F , зберiгаючи при цьому двостороннiсть та монотоннiсть iте-
рацiї та квадратичний характер збiжностi.

В доповiдi розглядається спосiб побудови двостороннiх алгоритмiв, який є
продовженням дослiджень Б.А. Шувара для рiвняння x = Fx з напiвлiпши-
цiєвим оператором. Цi алгоритми мають надлiнiйну швидкiсть збiжностi, в
окремих випадках квадратичну.

[1] Шувар Б.А. Двусторонние итерационные методы решения нелинейных
уравнений в полуупорядоченных пространствах // Второй симпозиум по
методам решения нелинейных уравнений и задач оптимизации. – Т. 1. –
Таллин: Ин-т кибернетики АН ЭССР. – 1981. – С. 68-73.

[2] Шувар Б.А., Копач М.I., Ментинський С.М., Обшта А.Ф. Двостороннi на-
ближенi методи. – Iвано-Франкiвськ: ВДВ ЦIТ, 2007.
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Одновимiрна параболiчна початково-крайова задача
з нелокальною умовою спряження

типу Феллера-Вентцеля

Копитко Б.I.
Ченстоховський полiтехнiчний унiверситет

Шевчук Р.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника
Нацiональний унiверситет "Львiвська полiтехнiка"

Доповiдь присвячена двом взаємопов’язаним питанням: встановленню кла-
сичної розв’язностi однiєї початково-крайової задачi для лiнiйного одновимiр-
ного параболiчного рiвняння другого порядку з розривними коефiцiєнтами з
нелокальною складовою iнтегрального типу в умовi спряження та побудовi за
допомогою її розв’язку двопараметричної напiвгрупи Феллера, якiй вiдповi-
дає на заданому промiжку прямої деякий неоднорiдний марковський процес.
Об’єднання цих двох питань представляє так звану задачу про склеювання
двох дифузiйних процесiв, заданих своїми твiрними диференцiальними опе-
раторами в пiдобластях згаданого промiжка, яку ще можна трактувати як
задачу про побудову математичної моделi фiзичного явища дифузiї в сере-
довищi з мембранами (див. [1, 2]). При цьому додатково припускається, що
в межових точках розглядуваних областей, де розташованi рухомi мембра-
ни (це означає, що положення цих точок на числовiй прямiй визначається за
допомогою заданих функцiй, якi залежать вiд часової змiнної), вважаються
заданими вiдповiднi варiанти загальної крайової умови або умови спряження
типу Феллера-Вентцеля [3-5].

Детально вивчається випадок, коли на зовнiшнiх частинах меж розгляду-
ваних областей визначенi крайовi умови у вiдповiдностi до властивостi пов-
ного вiдбиття дифузiйного процесу, а на спiльнiй частинi меж цих областей
задається умова спряження, яка вiдповiдає за часткове вiдбиття процесу у
комбiнацiї з можливiстю його виходу з межi областi стрибками.

Центральне мiсце в доповiдi займає дослiдження згаданої вище нелокаль-
ної параболiчної задачi спряження, яка мабуть вперше (пор. з [6, 7]) у такiй
постановцi розглядається в припущеннi, коли областi, де заданi рiвняння, є
криволiнiйними, до того ж функцiї, якi визначають межi цих областей, за-
довольняють лише умову Гельдера з показником > 1

2
. Розв’язок даної задачi

отримано методом граничних iнтегральних рiвнянь i доведено, що вiн володiє
напiвгруповою властивiстю. Наявнiсть iнтегрального зображення для знайде-
ної напiвгрупи дозволяє вiдносно легко обґрунтувати твердження про те, що
ця напiвгрупа породжує на заданому промiжку прямої деякий неоднорiдний
марковський процес.
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ческого уравнения с разрывными коэффициентами // Известия Академии
Наук СССР, Серия математическая. – 1964. – Т. 28. – C. 721-744.

[7] Камынин Л.И. Об одной краевой задачи теории теплопроводности с не-
классическими граничными условиями // Журнал вычислительной мате-
матики и математической физики. – 1964. – Т. 4, № 6. – C. 1006-1024.
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Умовно перiодичнi коливання
систем функцiонально-диференцiальних рiвнянь

iз змiнними частотами

Кравець В.I.
Таврiйський державний агротехнологiчний унiверситет

Розглядається задача про iснування умовно перiодичних розв’язкiв систем
диференцiальних рiвнянь виду

dy(t)

dt
= Ay + εa1(ϕτ , yτ , ε),

dϕ

dt
= ω (y) + εb1(ϕ, y, ε),

(1)

де y = (y1, y2, . . . , yn), ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm), yτ = (y1τ , . . . , ynτ ), ϕτ =
(ϕ1τ , . . . , ϕmτ ) , ω(y) = (ω1, . . . , ωm), m ≥ 2, a1(ϕτ, yτε), b1(ϕ, y, ε) —
2π-перiодичнi по ϕ, ϕτ , цiлi вiдносно y, аналiтичнi по ε при |ε| < ε0 функцiї з
коефiцiєнтами, якi є тригонометричними многочленами по ϕ, ϕτ , ε — малий
параметр, τ — мала порiвняно з 2π стала додатна величина, яка характеризує
запiзнення в системi, A — дiйсна стала матриця, причому Re (A (µj)) 6= 0,
yτ = y (t− τ ), τ ∈ [−h, 0] , h ≥ 0, ϕ ∈ Cn ([−h; 0]).

Якщо функцiї a1(ϕτ , yτ , ε), b1(ϕ, y, ε) визначенi в областi ‖y‖ < d , ‖yτ‖ < d,
i мають неперервнi похiднi по своїм аргументам до другого порядку включно,
то для системи рiвнянь (1), за допомогою методу асимптотичного iнтегруван-
ня [3], який базується на методi усереднення нелiнiйної механiки [1, 2], знайденi
i побудованi умовно перiодичнi розв’язки системи (1).

[1] Боголюбов Н.Н., Митропольский Ю.А., Самойленко А.М. Метод ускорен-
ной сходимости в нелинейной механике. – Киев: Наук. думка. – 1969. –
247 с.

[2] Бигун Я.И., Фодчук В.И. Применение метода усреднения для исследова-
ния одного класса многочастотных систем с запаздыванием // Укр. мат.
журнал. – 1980. – Т. 32, № 2. – C. 149-154.

[3] Бiгун Я.Й. Про усереднення в багаточастотних системах iз змiнним запi-
зненням // Науковий вiсник ЧНУ. Cерiя "Математика". – 2008. – № 421. –
C. 29-33.

[4] Голец Б.И., Голец В.Л., Петришин Р.И. Об усреднении в колебательных
системах проходящих через резонанс // Укр. мат. журнал. – 1980. – Т. 32,
№ 4. – C. 448-455.
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Алгебра блочно-симетричних аналiтичних функцiй
обмеженого типу на просторi X 2

= ⊕ℓ1C
2 та її спектр

Кравцiв В.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Розглянемо простiр X 2 = ⊕ℓ1C2, елементами якого є вектори(
x
y

)
=

((
x1

y1

)
, . . . ,

(
xm
ym

)
, . . .

)
, де

(
x
y

)
∈ C2. Позначимо через

Pvs(X 2) алгебру блочно-симетричних полiномiв на X 2, Hbvs(X 2) — алгебру
блочно-симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на X 2. Через
Mbvs(X 2) позначимо спектр алгебри Hbvs(X 2).

У роботах [1], [2] було введено поняття оператора симетричної та мульти-
плiкативної згортки на спектрах алгебр симетричних аналiтичних функцiй. У
роботi [3] було введено поняття оператора симетричної згортки на спектрах
алгебр блочно-симетричних полiномiв. У роботi [4] було описано спектр алге-
бри блочно-симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на X 2.

У доповiдi буде описано характери алгебри блочно-симетричних аналiти-
чних функцiй обмеженого типу на ℓ1-сумi банахового простору C2 як функцiї
експоненцiального типу з “плоскими” нулями. Зокрема, у доповiдi буде розгля-
датися поняття мультиплiкативного зсуву для елементiв простору X 2 i опера-
тора мультиплiкативної згорки на спектрi алгебри Hbvs(X 2). Використовуючи
мультиплiкативну згортку, буде наведено приклад функцiї експоненцiального
типу, яка не є характером алгебри Hbvs(X 2).

[1] Chernega I., Galindo P., Zagorodnyuk A. The convolution operation on the
spectra of algebras of symmetric analytic function // J. Math. Anal. Appl. –
2012. – V. 395. – P. 569-577.

[2] Chernega I., Galindo P., Zagorodnyuk A. A multiplicative convolution on the
spectra of algebras of symmetric analytic functions // Rev. Mat. Complut. –
2014. – V. 27. – P. 575-585.

[3] Кравцiв В.В. Алгебри блочно-симетричних полiномiв: твiрнi елементи та
оператор зсуву // Математичний вiсник НТШ. – 2011. – Т. 8. – С. 107-121.

[4] Kravtsiv V.V., Zagorodnyuk A.V. Representation of spectra of algebras of
block-symmetric analytic functions of bounded type // Carpathian Math.
Publ. – 2016. – V. 8, No. 2. – P. 168-178.
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Аналог iнтегральної задачi для рiвнянь
iз частинними похiдними над полем p-адичних чисел

Кузь А.М., Романiв А.М., Симотюк М.М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Нехай p — деяке просте число, | · |p — p-адична норма, Qp — поле p-адичних
чисел [1], Zp = {x ∈ Qp : |x|p 6 1}.

Задачi для рiвнянь iз частинними похiдними над полем Qp виникають у
математичнiй фiзицi при описi процесiв на планкiвських вiдстанях [2].

Позначимо: Hk(x), k ≥ 0, — фiзичнi полiноми Ермiта, H — простiр функцiй

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ϕkHk(x) (ϕk ∈ Qp, lim
k→∞

|ϕk|p
√

|k!2k|p = 0) з нормою ‖ϕ;H‖ =

sup
k∈Z+

|ϕk|p
√

|k!2k|p [3]; A — простiр функцiй u(t, x) =
∞∑
k=0

uk(t)Hk(x) (uk(t) –

аналiтичнi на Zp функцiї, lim
k→∞

uk
√

|2kk!|p = 0, uk = sup
j∈Z+

|(j !)−1 u
(j)
k (0)|p) з

нормою ‖u;A‖ = sup
k∈Z+

uk
√

|2kk!|p.

Розглядаємо таку задачу:

∂nt u(t, x) +

n−1∑

j=1

an−jA
n−j(∂x)u(t, x) = 0, t ∈ Zp, x ∈ Qp, (1)

Irj [u] = ϕj(x), j = 1, . . . , n, x ∈ Qp, (2)

де aj ∈ Qp, ϕj ∈ H, rj ∈ Z+, j = 1, . . . , n, rq < rs, q < s, A(∂x) = −∂2
x + 2x∂x;

Irj , j = 1, . . . , n, — операцiя, дiя якої на функцiю u(t, x) =
∞∑
k=0

uk(x)t
m задає-

ться формулою

Irj [u] =
∞∑

k=0

uk(x)T
k+rj+1

k + rj + 1
, T ∈ Zp. (3)

Встановлено умови на коефiцiєнти рiвняння (1), при виконаннi яких в про-
сторi A iснує єдиний розв’язок u(t, x) задачi (1), (2), що неперервно залежить
вiд функцiй ϕj(x), j = 1, . . . , n.

Задача (1), (2) є аналогом задачi з iнтегральними умовами для випадку
дiйсних змiнних t, x.

[1] Kochubei A. N. Pseudo-Differential Equations and Stochastics over Non-
Archimedean Fields. – New York: Marcel Dekker, 2001. – 336 р.

[2] Владимиров B.C., Волович И.В., Зеленов Е.И. p-адический анализ и мате-
матическая физика. – М.: Физматлит, 1994. – 352 с.

[3] Khrennikov A. Yu. Mathematical methods of the non-Archimedean physics //
Uspekhi Mat. Nauk. – 1990. – V. 45, No. 4. – P. 79-110.

e-mail: kuz.anton87@gmail.com, romaniv_a@ukr.net, quaternion@ukr.net

30



Асимптотична поведiнка розв’язкiв системи
диференцiальних рiвнянь, якi частково розв’язанi
вiдносно похiдних з неквадратними матрицями

Лiманська Д.Є.
Одеський нацiональний унiверситет iм. I. I. Мечникова

Самкова Г.Є.
Одеський нацiональний унiверситет iм. I. I. Мечникова

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

A(z)Y
′

= B(z)Y + f(z, Y, Y
′

), (1)

де матрицi A,B : D1 → Cm×n, D1 = {z ∈ C : |z| < R1, R1 > 0}, матрицi
A(z), B(z) є аналiтичними в областi D10, D10 = D1\{0}, пучок матриць A(z)λ−
B(z) є сингулярним при z → 0, вектор-функцiя f : D1 × G1 × G2 → Cm, де
областi Gk ⊂ Cn, 0 ∈ Gk, k = 1, 2, функцiя f(z, Y, Y ′) є аналiтичною в областi
D1 ×G1 ×G2.

Систему (1) дослiджуємо у припущеннi, що m > n, n = p та rangA(z) = p
при z ∈ D1.

Без обмеження загальностi, будемо вважати, що матрицi A(z), B(z) та
вектор-функцiя f(z, Y, Y ′) мають вигляд

A(z) =

(
A1(z)
A2(z)

)
; B(z) =

(
B1(z)
B2(z)

)
; f(z, Y, Y ′) =

(
f1(z, Y, Y

′)
f2(z, Y, Y

′)

)
, (2)

де A1 : D1 → Cp×p, A2 : D1 → C(m−p)×p, B1 : D1 → Cp×p, B2 : D1 →
C(m−p)×p, defA1(z) 6= 0 при z ∈ D1, f1 : D1×G1×G2 → Cp, f2 : D1×G1×G2 →
C(m−p).

Тодi система (1) набуде вигляду

Y
′

= A−1
1 B1(z)Y +A−1

1 f1(z, Y, Y
′

), (3)

A2(z)Y
′

= B2(z)Y + f2(z, Y, Y
′

), (4)

де A−1
1 B1(z) — аналiтична матриця в областi D10, A

−1
1 (z)f1(z, Y, Y

′) є аналi-
тичною вектор-функцiєю в областi D1 ×G1 ×G2.

Розглянемо два випадки:
1) A−1

1 B1(z) — аналiтична матриця в областi D10 та має у точцi z = 0
усувну особливу точку.

Введемо позначення

P (1)(z) = A−1
1 (z)B1(z), F (z, Y, Y ′) = A−1

1 f1(z, Y, Y
′), (5)

тодi система (3) буде мати вигляд

Y
′

= P (1)Y + F (z, Y, Y
′

), (6)

де P (1) : D1 → Cp×p, P (1)(z) — аналiтична матриця в областi D1, F (z, Y, Y ′) —
аналiтична вектор-функцiя в областi D1 ×G1 ×G2.
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2) A−1
1 B1(z) — аналiтична матриця в областi D10 та має у точцi z = 0

полюс r-го порядку.
Введемо позначення

z−rP (2)(z) = A−1
1 (z)B1(z), F (z, Y, Y ′) = A−1

1 f1(z, Y, Y
′), (7)

тодi система (3) матиме вигляд

Y
′

= z−rP (2)Y + F (z, Y, Y
′

), (8)

де P (2) : D1 → Cp×p, P (2)(z) — аналiтична матриця в областi D1.
В обох випадках знайденi достатнi умови iснування аналiтичних розв’язкiв

систем (6) i (8) з початковою умовою

Y (z) → 0, z → 0, z ∈ D10,

якi задовольняють додатковiй умовi

Y
′

(z) → 0, z → 0, z ∈ D10.

Крiм того, для цих розв’язкiв у деякому околi точки z = 0 знайдена оцiнка.

[1] Лiманска Д.Є., Самкова Г.Є. О поведении решений некоторых систем диф-
ференциальних уравнений, частично разрешенных относительно произво-
дных // Вiсник Одеського нацiонального унiверситету. – 2014. – Т. 19, № 1. –
C. 16-28.

[2] Limanska D. On the behavior of solutions of some system of differential equati-
ons partially solved with respect to the derivatives in the presence of a pole //
Journal of Mathematical Sciences. – 2018. – V. 229, No. 4. – P. 455-469.

[3] Limanskaya D.E., Samkova G.E. On the existence of analytic solutions of
certain types of system, partially resolved relatively to the derivatives in the
case of a pole // Memoirs on Differential Equations and Mathematical Physi-
cs. – 2018. – V. 79. – P. 3-12.
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Побудова фундаментальної матрицi розв’язкiв
для ультрапараболiчних систем рiвнянь

високого порядку

Малицька Г.П., Буртняк I.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

В данiй роботi розв’язана задача побудови фундаментальної матрицi
розв’язкiв задачi Кошi (ФМРЗК) для систем такого вигляду

∂tuµ(t, R)−
n1∑

j=1

xj∂yjuµ(t, R)−
n2∑

j=1

yj∂zjuµ(t, R) =
∑

|k|≤2b

n0∑

ν=1

aνµk Dk
xuν(t, R), (1)

де µ = 1, n0, n > n1 > n2, R = (x, y, z), x ∈ Rn, y ∈ Rn1 , z ∈ Rn2 . Оператор
∂t =

∑
|k|≤2b

ak(t, R)D
k
x — рiвномiрно параболiчний за I.Г. Петровським в Π =

{[0, T ]× Rn3}, n1 + n2 = n3, ak(t, R) = (aνµk )n0
µν=1.

До (1) можна застосувати метод Левi [1]. Припустимо, що
1) ak(t, R), ∂yak(t, R), ∂zak(t,R) — неперервнi, обмеженi в Π;
2) iснують сталi c1 > 0, α ∈ (0, 1], r ∈ (0, 1] такi, що для будь-яких R,S ∈

Π, S = (ξ, η, ζ) виконуються нерiвностi:
|ak(t, R) − ak(t, S)| ≤ c1|x − ξ|α, |∂yak(t, R) − ∂yak(t, S)| ≤ c1|R − S|r,

|∂zak(t,R)− ∂zak(t, S)| ≤ c1|R − S|r, |k| = 2b;
3) матриця (aνµk )n0

µν=1, |k| = 2b, на характеристиках оператора

∂t −
n1∑
j=1

xj∂yj −
n2∑
j=1

yj∂zj задовольняє умови Лаппо-Данилевського.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1–3, то система (1) має ФМРЗК
G(t, R; τ, S) i для ФМРЗК разом з її похiдними справджуються оцiнки

∂mt |G(t, R; τ, S)| ≤ Am(t− τ )−
(6b+3)n+|m|

2b Φ(t, R; τ, S), |m| ≤ 2b,

∂yj |G(t, R; τ, S)| ≤ A(t− τ )−
(6b+3)n+2b+1

2b Φ(t, R; τ, S), j = 1, n1,

∂zj |G(t, R; τ, S)| ≤ A(t− τ )−
(6b+3)n+4b+1

2b Φ(t, R; τ, S), j = 1, n2,

де Φ(t, R; τ, S) =
∞∑
k=1

AkΓ(1 + kα
2b

)Γ( α
2b
)Γ−1(1 + (k+1)α

2b
) exp{−cρ(t, x; τ, ξ) −

2−3qkc(ρ1(t,R
′; τ, S′) + ρ2(t,R; τ, S))}, R′ = (x, y), S′ = (ξ, η), q = 2b(2b −

1), ρ(t, x; τ, ξ) = (|x − ξ|(t − τ )−1/2b)2, ρ1(t, R
′; τ, S′) = (|y − η + x(t − τ )|(t −

τ )−(2b+1)/2b)2, ρ2(t, R; τ, S) = (|z− ζ + y(t− τ )+ 2−1x(t− τ )2|(t− τ )−(4b+1)/2b)2,
Сталi A,Am, c залежать вiд n, 2b, c1, α, r та сталої параболiчностi δ.

[1] Малицька Г.П. Системи рiвнянь типу Колмогорова // Укр. мат. журн. –
2008. – Т. 60, № 12. – С.1650-1663.
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Деякi властивостi бiлiпшицевих вiдображень

Марцiнкiв М.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Розглянемо вiдображення F : X → Y, де X,Y — метричнi простори.
Вiдображення F називається лiпшицевим на просторi X, якщо iснує стала
c > 0 така, що для довiльних елементiв x1, x2 ∈ X справедлива нерiвнiсть
ρ(F (x1), F (x2)) ≤ cρ(x1, x2), де ρ(x1, x2) — вiдстань мiж елементами простору
X, ρ(F (x1), F (x2)) — вiдстань мiж елементами простору Y. Найменша можли-
ва стала c називається сталою Лiпшица.

Розглянемо метричний простiр X з додатною дiйснозначною функцiєю
α(x) такою, що |α(x1) − α(x2)| ≤ ρ(x1, x2) ≤ α(x1) + α(x2), для довiльних
елементiв x1, x2 ∈ X. Функцiю α(x) називають нормою метричного просто-
ру. Метричний простiр з заданою нормою називають нормованою множиною.
Вiдомо, що довiльний метричний простiр X є нормованим вiдносно норми
α(x) = ρ(θ, x), де θ — довiльна фiксована точка простору X. Такий простiр
(X,α) називається простором з вiдмiченою точкою. Вiдомою є наступна тео-
рема.

Теорема 1. Нехай X — нормована множина. Iснує єдиний, з точнiстю
до iзометричного iзоморфiзму, банахiв простiр B(X) над полем K, а також
iзометричне вкладення ν : X → B(X), такi, що довiльне вiдображення F з

Lip0(X,E) може бути продовжене до лiнiйного неперервного оператора F̃ :

B(X) → E, причому ‖F̃‖ = LF для довiльного нормованого простору E.

Такий простiр називається вiльним банаховим простором. Нехай (X, θX),
(Y, θY ) — метричнi простори з вiдмiченими точками. Скажемо, що X та
Y є лiпшицево еквiвалентнi, якщо iснує бiєктивне лiпшицеве вiдображення
F : X → Y таке, що F−1 — лiпшицеве. (Таке вiдображення F називають бiлi-
пшицевим).

У доповiдi розглядатимуться деякi властивостi бiлiпшицевих вiдображень,
зокрема такi:

Теорема 2. Нехай (X, θX), (Y, θY ) — метричнi простори з вiдмiченими
точками. Якщо X та Y лiпшицево еквiвалентнi, то банаховi простори B(X)
та B(Y ) — iзоморфнi. Якщо простiр Y — повний та iснує F ∈ Lip0(X,Y )

таке, що F̂ є iзоморфiзмом просторiв B(X) i B(Y ), то F — бiлiпшицеве
вiдображення.

Теорема 3. Нехай X, Y — повнi нормованi множини (тобто повнi ме-
тричнi простори з вiдмiченими точками) i F : X → Y сюр’єктивне вiдобра-
ження з Lip0(X,Y ). Вiдображення F буде бiлiпшицевим тодi i тiльки то-
дi, коли знайдеться ε > 0 таке, що ρ(F (x), F (y)) > ερ(x, y) для довiльних
x, y ∈ X.

e-mail: mariadubey@gmail.com
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Математика i живопис

Маслюченко В.К., Маслюченко Г.-Ж.Я.
Чернiвецький нацiональний унiверситет

iменi Юрiя Федьковича

Взаємозв‘язки математики i мистецтва давнi i глибокi. Частково вони про-
аналiзованi в працях [1, 2], де вказана i вiдповiдна лiтература. Тут ми глибше
розглянемо вплив математики на живопис, доповнивши iнформацiю, подану
в [1, 2], де були розглянутi вчення про перспективу, золотий перерiз, картини
Ешера i мистецький проект "Я формула", що був репрезентований на вистав-
цi чернiвецького скульптора i художника Святослава Вiрсти у листопадi 2017
року.

Геометричнi фiгури (квадрати, прямокутники, круги, трикутники) творять
основу супрематичних картин вiдомого українського художника польського
походження Казимира Малевича. Iконою супрематизму вважають його зна-
менитий "Чорний квадрат", в якому за тлумаченням самого художника чор-
ний квадрат символiзує вiдчуття, а бiле тло — "Нiщо" поза цим вiдчуттям.
Iнформацiю про К. Малевича i супрематизм можна знайти у працях [3-5].

Учнi К. Малевича Iлля Чашник i Микола Суєтiн продовжували традицiю
вчителя, використовуючи рiзноманiтнi геоматричнi фiгури у своїх супремати-
чних композицiях.

Переосмислення iдей К. Малевича є i у творах українського художника
Леонiда Гопанчука.

Геометричнi мотиви мiських пейзажiв, iнтер‘єрiв та екстер‘єрiв будинкiв
зустрiчаються у творах буковинських художникiв Артура Кольнiка, Леона
Копельмана, Петра Грицика i Ореста Криворучка (див. [6]).

[1] Маслюченко В.К., Матвiїшин Г.Я. Мистецтво i математика //VII мiжнар.
наук.-пр. конф. "Математика. Iнформацiйнi технологiї. Освiта", Свiтязь,
3-5 червня 2018 р., тези доповiдей. — Луцьк: ПП Iванюк В.П., 2018. —
C. 159.

[2] Маслюченко В.К., Матвiїшин Г.Я. Мистецький проект "Я формула"//VII
мiжнар. наук.-пр. конф. "Математика. Iнформацiйнi технологiї. Освiта",
Свiтязь, 3-5 червня 2018 р., тези доповiдей. — Луцьк: ПП Iванюк В.П.,
2018. — C. 160-161.

[3] Малевич К. Черный квадрат. – СПб: Азбука, 2001. – 576 c.
[4] Turowski A. Malewicz w Warszavie. – Krakow: 2002.
[5] Горбачов Дмитро. Малевич та Україна. – К.: СIМ студiя, 2006. – 456 с.
[6] Осадчук Сергiй, Дугаєва Тетяна. Чернiвцi. Художнiй альбом. – Чернiвцi:

Книги XXI, 2017. – 362 с.
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Мiшана задача для сингулярного диференцiального
рiвняння параболiчного типу

Махней О.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь теплопровiдностi з гладкими
коефiцiєнтами вивчено в лiтературi досить добре (див., наприклад, [1]). Однак,
пiд час моделювання процесiв передачi тепла часто виникають крайовi задачi з
кусково-неперервними коефiцiєнтами або коефiцiєнтами, якi є узагальненими
похiдними вiд розривних функцiй. Такi задачi вже почали вивчатись у роботах
[2, 3, 4].

Розглянемо наступну мiшану задачу для диференцiального рiвняння па-
раболiчного типу: знайти розв’язок T (x, t) рiвняння

a(x)
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
c(x)

∂T

∂x

)
− g(x)T (1)

з крайовими умовами
{
p1T (0, t) + p2T

[1]
x (0, t) = ψ1(t),

q1T (l, t) + q2T
[1]
x (l, t) = ψ2(t)

(2)

за початкової умови
T (x, 0) = ϕ(x), (3)

якщо a(x) = b′(x), g(x) = h′(x), b(x), h(x) — неперервнi справа неспаднi дiйснi
функцiї обмеженої варiацiї на промiжку [0, l], c(x) > 0, c−1(x) — обмежена i
вимiрна функцiя на промiжку [0, l], функцiя ϕ(x) — неперервна на вiдрiзку
[0, l], функцiї ψ1(t) i ψ2(t) — неперервно диференцiйовнi для t > 0, p1, p2, q1,

q2 — дiйснi числа, p1p2 6 0, q1q2 > 0, а T
[1]
x (x, t)

df
= c(x) ∂T

∂x
— квазiпохiдна.

Штрихами у формулах a(x) = b′(x), g(x) = h′(x) позначено узагальнене дифе-
ренцiювання, а тому a(x), g(x) — мiри, тобто узагальненi функцiї нульового
порядку над простором неперервних фiнiтних функцiй.

Розв’язок задачi (1)–(3) шукатимемо методом редукцiї у виглядi суми двох
функцiй: T (x, t) = u(x, t) + v(x, t).

Функцiя u(x, t) є розв’язком крайової квазiстацiонарної задачi:

∂

∂x

(
c(x)

∂u

∂x

)
− g(x)u = 0,

{
p1u(0, t) + p2u

[1]
x (0, t) = ψ1(t),

q1u(l, t) + q2u
[1]
x (l, t) = ψ2(t),

яка отримується з задачi (1)–(3), якщо t вважати параметром.
Функцiю u(x, t) можна обчислити як першу координату вектора ū =

(u, u[1])T за формулою

ū(x, t) = B(x, 0) · (P +Q · B(l, 0))−1 · Γ̄(t),
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де B(x, s) – вiдповiдна матриця Кошi,

P =

(
p1 p2
0 0

)
, Q =

(
0 0
q1 q2

)
, Γ̄(t) =

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
.

Функцiю v(x, t), що є розв’язком мiшаної задачi

a(x)
∂v

∂t
=

∂

∂x

(
c(x)

∂v

∂x

)
− g(x)v − a(x)

∂u

∂t
,

{
p1v(0, t) + p2v

[1]
x (0, t) = 0,

q1v(l, t) + q2v
[1]
x (l, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ̃(x), ϕ̃(x) = ϕ(x)− u(x, 0),

шукаємо у виглядi ряду v(x, t) =
∑∞
k=1 γk(t)Xk(ωk, x). Якщо цей ряд збiга-

ється рiвномiрно й рiвномiрно збiгаються ряди, отриманi з нього почленним
диференцiюванням за змiнними x i t, то функцiю v(x, t) можна знайти за фор-
мулою

v(x, t) =
∞∑

k=1

(
ϕke

−ωkt −
∫ t

0

dk(s)e
ωk(s−t)ds

)
Xk(ωk, x),

де Xk(ωk, x) – власнi функцiї задачi на власнi значення
(
c(x)X ′(x)

)′ − g(x)X(x) + ωa(x)X(x) = 0,
{
p1X(0) + p2X

[1](0) = 0,

q1X(l) + q2X
[1](l) = 0,

вiдповiднi власним значенням ωk, а ϕk, dk(t) – коефiцiєнти розвинення фун-
кцiй ϕ̃(x) i ∂u

∂t
за власними функцiями Xk(ωk, x):

ϕk =
1

‖Xk‖

∫ l

0

ϕ̃(x)Xk(ωk, x)db(x), dk(t) =
1

‖Xk‖

∫ l

0

∂u

∂t
Xk(ωk, x)db(x),

‖Xk‖ =

∫ l

0

X2
k(ωk, x)db(x).

[1] Тихонов А.Н. Уравнения математической физики. – М.: Наука, 1977.
[2] Тацiй Р.М., Власiй О.О., Стасюк М. Ф. Загальна перша крайова задача

для рiвняння теплопровiдностi з кусково-змiнними коефiцiєнтами // Вi-
сник нац. ун-ту "Львiвська полiтехнiка". Фiз.-мат. науки. – 2014. – № 804. –
С. 64-69.

[3] Тацiй Р.М., Пазен О.Ю., Ушак Т. I. Загальна третя крайова задача для
рiвняння теплопровiдностi з кусково-сталими коефiцiєнтами та внутрiшнi-
ми джерелами тепла // Пожежна безпека. – 2015. – № 27. – С. 135-141.

[4] Makhnei O.V. Boundary problem for the singular heat equation // Карпатськi
математичнi публiкацiї. – 2017. – Т. 9, № 1. – С. 86-91.
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Апроксимацiя неперервних функцiй
на сепарабельних комплексних нормованих просторах

та просторах Фреше зi злiченною системою норм

Митрофанов М.А.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

У випадку пiдмножин сепарабельних дiйсних банахових просторiв частко-
ву вiдповiдь на питання апроксимацiї неперервних функцiї було дано у 1954
роцi Я. Курцвейлом у роботi [1]. Для апроксимацiї у розгляд були введенi
вiдокремлювальнi полiноми.

Означення 1. Нехай X є нормованим простором над полем дiйсних чисел
R. Дiйсний полiном q : X → R називається вiдокремлювальним полiномом,
якщо q задовольняє умови:

1. q(0) = 0.
2. |q(x)| > 1 для кожного x ∈ X такого, що ||x|| = 1.

На пiдмножинах комплексного банохового простору питання апроксимацiї
неперевних та рiвномiрно неперервних функцiй розглянуто у працi [2]. Для
апроксимацiї у розгляд вводяться поняття ∗-полiнома, ∗-аналiтичної функцiї
та вiдокремлювального ∗-полiнома, рiвномiрно ∗-аналiтичної i вiдокремлю-
вальної функцiї.

Означення 2. Будемо казати, що функцiя Q : X → Y вигляду Q(x) =∑∞
n=1Qn(x) для всiх x ∈ X, де Qn(x) — n-однорiднi ∗-полiноми, є рiвномiр-

но ∗-аналiтичною та вiдокремлювальною, якщо вона задовольняє наступнi
умови:
1. Iснує таке число RQ, що ряд

∑∞
n=1Qn(x) збiгається рiвномiрно в кулi ра-

дiуса RQ з центром у довiльнiй точцi x0 ∈ X.
2. Iснує таке β ∈ R, що множина таких x ∈ X, що |Q(x)| < β є непорожньою
i лежить у вiдкритiй одиничнiй кулi B.

У спiльнiй працi доповiдача з [3] розглянуто випадок просторiв Фреше зi
злiченною системою норм. У доповiдi планується навести результати, отриманi
автором як самостiйно у працi [2], так i спiльно з Равським О.В. у працi [3],
та деякi новi результати, якi мають вiдношення до комплексного випадку.

[1] Kurzweil J. On approximation in real Banach spaces //Studia Math. – 1954. –
Vol. 14. – P. 214-231.

[2] Mitrofanov M.A. Approximation of continuous functions on complex Banach
spaces. // Math. Notes. – 2009. – Vol. 86, No. 4. – P. 530-541. (Translation)

[3] Митрофанов М.А. Равський О.В. Апроксимацiя неперервних функцiй на
просторах Фреше // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2011. – Т. 54, № 3. –
С. 33-40.
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Нелокальна задача для рiвнянь iз оператором
узагальненого диференцiювання

Негрич М.П., Симотюк М.М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Нехай {mn}∞n=1 ⊂ C\{0} – така послiдовнiсть, що lim
n→∞

n
√

|m1| . . . |mn| = ∞

i lim
n→∞

n
√

|mn| < ∞. Означимо функцiю F (t) = 1 +
∞∑
n=1

tn

m1...mn
. Оператор уза-

гальненого диференцiювання, породжений F (t), — це оператор DF , дiя якого

на цiлу функцiю f(t) =
∞∑
n=0

ant
n зображується рiвнiстю

DF f(t) =

∞∑

n=1

mnant
n−1.

Степенi оператора DF визначимо рекурентно: Dn
F f(t) = DF (D

n−1
F f(t)), n ≥ 2,

D0
F f(t) = f(t). Оператор DF є оператором Гельфонда–Леонтьєва [1, 2, 3].

Нехай H — сепарабельний гiльбертiв простiр зi злiченною базою {ek}∞k=1,
A : H → H — такий лiнiйний оператор, що Aek = λkek, причому lim

k→∞
|λk| = ∞

i λk 6= λn, якщо k 6= n. У просторi H розглядаємо таку задачу:

Dn
Fu(t) +

n−1∑

j=0

ajA
n−jDj

F u(t) = 0, t ∈ C, (1)

Dj−1
F u(t)

∣∣
t=0

− µDj−1
F u(t)

∣∣
t=T

= ϕj , µ, T 6= 0, j = 1, . . . , n, (2)

де aj ∈ C, j = 0, 1, . . . , n−1, ϕj ∈ H , j = 1, . . . , n. Для задачi (1), (2) встановле-
но умови її розв’язностi у класах цiлих за t функцiй u(t) : C → H, якщо правi
частини умов (2) належать до певного пiдпростору простору H , породженого
оператором A. Доведено метричнi оцiнки знизу для малих знаменникiв [4], якi
виникли при побудовi розв’язку задачi (1), (2).

[1] Гельфонд А.О., Леонтьев А.Ф. Об одном обобщении ряда Фурье // Матем.
сб. – 1951. – Т. 29, № 71. – C. 477-500.

[2] Городецький В.В., Мартинюк О.В. Задача Кошi та двоточкова задача для
еволюцiйних рiвнянь з операторами узагальненого диференцiювання //
Доповiдi НАН України. – 2013. – № 3. – C. 7-13.

[3] Громов В.П. Задача Коши для уравнений в свертках в пространствах ана-
литических векторнозначних функцiй // Матем. заметки. – 2007. – Т. 82,
№ 2. – C. 190-200.

[4] Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002. –
416 с.
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О приближенном решении краевой задачи для одной
системы интегро-дифференциальных уравнений

Нуржанов О.Д.
Каракалпакский государственный университет имени Бердаха

В данной работе рассматривается система интегро-дифференциальных
уравнений вида

dx(t)

dt
= f


t, x(t),

t∫

t−τ

g(t, s, x(s))ds


 , (1)

где x, f, g — n-мерные векторы, t ∈ [0, T ]; τ — некоторая постоянная, 0 < τ < T.
Требуется найти решения системы (1) в предположении, что правая гра-

ничная точка неподвижна x(T ) = d, d = (d1, . . . , dn), а левая граничная точка
(0, x0) может перемещаться, при этом соответственно меняется и начальная
функция x(t) = ϕ(t, x0) на E0 : [−τ, 0], при этом начальная функция ϕ(t, x0)
предполагается непрерывно дифференцируемой, ϕ(0, x0) = x0.

Итак, ставится задача отыскания решения x(t) системы (1) при 0 ≤ t ≤ T,
удовлетворяющего условиям:

x(t) = ϕ(t, x0), t ∈ [−τ, 0]; x(T ) = d. (2)

В случае дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом,
как указано в работе [1], эту задачу можно решить методом шагов, причем
параметром, подлежащим определению из граничного условия x(T ) = d, яв-
ляется x0.

Для нахождения решений краевой задачи (1), (2) применяем численно-
аналитический метод А.М. Самойленко [2].

Предположим, что правая часть системы (1) удовлетворяет следующим
условиям:

1) вектор-функции f(t, x, y) и g(t, s, x) определены и непрерывны в области
t ∈ [0, T ], −τ ≤ t− τ ≤ s ≤ t, x ∈ D ⊂ En, y ∈ D1 ⊂ En;

2) для всех t ∈ [0, T ], t− τ ≤ s ≤ t, x, x′, x′′ ∈ D, y, y′, y′′ ∈ D1 выполняются
неравенства

|f(t, x, y)| ≤M,

|f(t, x′, y′)− f(t, x′′, y′′)| ≤ K1|x′ − x′′|+K2|y′ − y′′|,
|g(t, x′, y′)− g(t, x′′, y′′)| ≤ K3|x′ − x′′|,

где |f | = (|f1|, . . . , |fn|); M = (M1, . . . ,Mn), Mi > 0, Kl = {Kl
ij ≥ 0, i, j = 1, n},

l = 1, 2, 3. Неравенство между векторами понимаем покомпонентно;
3) множество Dβ точек x(0) = ϕ(0, x0) ∈ En, содержащееся в области D,

вместе со своей β-окрестностью, где β =
T

2
M +β1, β1 = |d−ϕ(0, x0)|, непусто:

Dβ 6= ∅;
4) все собственные значения λj(Q) матрицы Q =

T

3
K1 +

τT

2
K2K3 лежат в

круге единичного радиуса: λj(Q) < 1, j = 1, 2, . . . , n.
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При этих условиях введем в рассмотрение последовательность функций
xm(t, x0) вида

xm(t, x0) = ϕ(0, x0) +

t∫

0


f


t, xm−1(t, x0),

t∫

t−τ

g(t, s, xm−1(s, x0))ds


−

− 1

T

T∫

0

f


t, xm−1(t, x0),

t∫

t−τ

g(t, s, xm−1(s, x0))ds


dt


+

t

T
[d− ϕ(0, x0)],

m = 1, 2, . . . ; x0(t, x0) = ϕ(0, x0).

(3)

Подставляя (3) в (2) легко увидеть, что при всех m = 1, 2, . . . функции
xm(t, x0) удовлетворяют заданным условиям (2).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть правая часть системы уравнений (1) удовлетворяет
в области t ∈ [0, T ], −τ ≤ t− τ ≤ s ≤ t, x ∈ D, y ∈ D1 условиям 1) − 4).

Тогда последовательность функций xm(t, x0) вида (3) равномерно сходи-
тся при m→ ∞ относительно множества (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ к предельной
функции x∗(t, x0). При этом предельная функция x∗(t, x0) является решением
задачи (1), (2), как только вектор-функция

∆(x0) =
1

T
[d− ϕ(0, x0)]− 1

T

T∫

0

f


t, x∗(t, x0),

t∫

t−τ

g(t, s, x∗(t, x0))ds


 dt,

построенная по предельной функции x∗(t, x0) последовательности (3), в то-
чке x0 обращается в нуль: ∆(x0) = 0. Кроме того, справедливо неравенство

|x∗(t, x0)− xm(t, x0)| ≤ T

2

{
Qm(E −Q)−1M +Qm−1(E −Q)−1Q1β1

}
,

где Q1 = K1 +
τT

2
K2K3.

[1] Эльсгольц Л.Е. О краевых задачах для обыкновенных дифференциальных
уравнений с отклоняющимися аргументами // УМН. – 1960. – Т. 15, выпуск
5 (95). – С. 222-224.

[2] Самойленко А.М., Ронто Н.И. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений. – Киев: На-
укова думка, 1992.
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Ймовiрнiснi представлення розв’язкiв
деяких початково-крайових задач для одного виду
псевдодиференцiальних рiвнянь параболiчного типу

Осипчук М.М.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Для фiксованих параметрiв c > 0 i α ∈ (1, 2) нехай g означає функцiю
аргументiв t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd, що визначається iнтегралом

g(t, x, y) = (2π)−d
∫

Rd

exp{−ct|ξ|α + i(x− y, ξ)} dξ.

Ця функцiя є щiльнiстю ймовiрностi переходу (вiдносно мiри Лебега) стандар-
тного процесу Маркова (x(t),Mt,Px)t≥0,x∈Rd в Rd.

Генератором напiвгрупи операторiв (Tt)t≥0, пов’язаної з процесом x(t) рiв-

нiстю Ttϕ(x) = Exϕ(x(t)) =

∫

Rd

g(t, x, y)ϕ(y)dy) є оператор A — псевдодифе-

ренцiальний оператор, чий символ задається функцiєю (−c|ξ|α)ξ∈Rd .
Оператор A дiє на досить гладкi обмеженi (принаймнi з лiпшицевим гра-

дiєнтом) функцiї (ϕ(x))x∈Rd за наступним правилом

Aϕ(x) = cq

∫

Rd

[ϕ(x+ y)− ϕ(x)− (∇ϕ(x), y)] |y|−d−α dy, x ∈ Rd,

де q =
Γ(α+ 1)Γ((d+ α)/2) sin(πα/2)

π(d+1)/2Γ((α+ 1)/2)
.

Нехай B означає псевдодиференцiальний оператор, який визначається сво-
їм символом — Rd-значною функцiєю (i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd .

Очевидно, що A = c div B.
Для кожного одиничного вектора ν ∈ Rd введемо оператор Bν = (2cν,B).

Цей оператор дiє на лiпшицеву функцiю (ϕ(x))x∈Rd згiдно з формулою

Bνϕ(x) =
2cq

α

∫

Rd

[ϕ(x+ y)− ϕ(x)] |y|−d−α(y, ν) dy, x ∈ Rd.

Функцiя g є фундаментальним розв’язком рiвняння

∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd. (1)

В доповiдi розглядатимуться наступнi задачi та ймовiрнiснi представлення їх
розв’язкiв:

(1) Задача Кошi для рiвняння

∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x) + (a(x),Bu(t, ·)(x)), t > 0, x ∈ Rd,

де (a(x))x∈Rd — деяка Rd-значна функцiя.
(2) Початково-крайова задача

• ∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x), (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S);
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• u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd;

• 1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x−) = r(x)u(t, x),

(t, x) ∈ (0,+∞)× S,
(3) Задача Кошi

• ∂u

∂t
(t, x) = Au(t, ·)(x), (t, x) ∈ (0,+∞)× (Rd \ S);

• r(x)
∂u

∂t
(t, x) =

1 + q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x+)− 1− q(x)

2
Bν(x)u(t, ·)(x−),

(t, x) ∈ (0,+∞)× S,
• u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.

В останнiх двох задачах (ϕ(x))x∈Rd — деяка неперервна обмежена дiйсно-
значна функцiя, S — деяка достатньо гладка двостороння поверхня з одини-
чним вектором ν(x) нормалi до однiєї з її сторiн в точцi x ∈ S, (q(x))x∈S i
(r(x))x∈S — дiйснозначнi неперервнi обмеженi (друга з невiд’ємними значен-
нями) функцiї, а через f(x+) (вiдповiдно, f(x−)) позначено границю функцiї
f(z), коли z наближається недотичним чином до x ∈ S зi збереженням знаку
виразу (z − x, ν(x)) позитивним (вiдповiдно, негативним).

В доповiдi буде введене поняття потенцiалу простого шару для псевдоди-
ференцiального рiвняння (1) (див. [1]). Основною з властивостей такого по-
тенцiалу є теорема про стрибок на поверхнi — носiї потенцiалу — результату
дiї оператора B на нього за просторовою змiнною. З використанням власти-
востей потенцiалу простого шару будуть побудованi розв’язки останнiх двох
задач iз сформульованих (див. [2]). Перша задача розв’язується з допомогою
теорiї збурень (див. [3, 4, 5]).

[1] Осипчук М.М., Портенко М.I. Про потенцiали простого шару для одного
класу псевдодиференцiальних рiвнянь // Укр. мат. журн. – 2015. – Т. 67,
№ 11. – C. 1512-1524.

[2] Осипчук М.М., Портенко М.I. Симетричний α-стiйкий випадковий процес
та третя початково-крайова задача для вiдповiдного псевдодиференцiаль-
ного рiвняння // Укр. мат. журн. – 2017. – Т. 69, № 10. – С. 1406-1421.

[3] Osypchuk M.M. On some perturbations of a symmetric stable process and the
corresponding Cauchy problems // Theory of Stochastic Processes. – 2016. –
V. 21, No. 1. – P. 64-72.

[4] Osypchuk M.M. On some perturbations of a stable process and solutions to
the Cauchy problem for a class of pseudo-differential equations // Carpathian
Mathematical Publications. – 2015. – V. 7, No. 1. – P. 101-107.

[5] Osypchuk M.M., Portenko M.I. One type of singular perturbations of a multi-
dimensional stable process // Theory of Stochastic Processes. – 2014. – V. 19,
No. 2. – P. 42-51.
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Некласичнi диференцiювання в алгебрах
аналiтичних функцiй обмеженого типу

Приймак Г.М.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефаника

Алгебри цiлих функцiй обмеженого типу Hb(X) на нескiнченновимiрних
банахових просторах X є стандартним об’єктом нескiнченновимiрного ком-
плексного аналiзу.

Спектр алгебри Hb(X) вперше описали Р. Арон, Б. Коул i Т. Гамелiн у
своїй роботi [1] у 1991 роцi. Гомоморфiзми алгебри Hb(X), диференцiювання
на нiй та iншi дотичнi питання були опублiкованi у статтях [2], [5], [6] вченими
Д. Гарандо, Д. Гарсiя, М. Маестре, А.В. Загороднюком та iншими.

У роботах [3], [4] дослiджено гомоморфiзми алгебри A-значних цiлих фун-
кцiй обмеженого типу на банаховому просторi X для деякої банахової алгебри
A. У доповiдi висвiтлено побудову нових диференцiювань вказаної алгебри та
встановлно зв’язок цього диференцiювання з вiдповiдними гомоморфiзмами.

Теорема 1. Нехай uk ∈ Zk. Оператор ∂(k)(uk) є неперервним диференцi-
юванням на Hb(A⊗π X),

∂(k)(uk)(P )(x) =

(
n
k

)
ÃP
(
xn−k, uk

)
, x ∈ A⊗π X

для всiх P ∈ P(n(A⊗π X)) i θ(k)(uk)(f)(x) =
∑
m∈Z+

(k!)m

(mk)!
∂
m
(k)(uk)(f)(x),

x ∈ A⊗π X для всiх f ∈ Hb(A⊗π X).

[1] Aron R.M., Cole B.J., Gamelin T.W. Spectra of algebras of analytic functions
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Про обернену задачу одночасного визначення
молодшого коефiцiєнта i правої частини

слабко нелiнiйного ультрапараболiчного рiвняння

Процах Н.П.
Нацiональний лiсотехнiчний унiверситет України

Нехай Ω i D обмеженi областi з просторiв Rn i Rl вiдповiдно, з межами
∂Ω ∈ C1 i ∂D ∈ C1; x ∈ Ω, y ∈ D, t ∈ (0, T ), де T > 0.

В областi QT = Ω×D×(0, T ) розглянемо задачу визначення трiйки функцiй
(u(x, y, t), c(t), q(x)), яка задовольняє рiвняння

ut +
l∑

i=1

λi(x, y, t)uyi −
n∑

i,j=1

(aij(x, y, t)uxi)xj + c(t)u+ g(x, y, t, u) =

= f1(x, y, t)q(x) + f0(x, y, t) (1)

та умови
u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ G, (2)

u|ΣT = 0, u|S1
T
= 0, (3)

∫

G

K1(x, y)u(x, y, t) dx dy = E1(t), t ∈ [0, T ], (4)

T∫

0

∫

D

K2(y, t)u(x, y, t) dy dt = E2(x), x ∈ Ω, (5)

де ΣT = ∂Ω × D × (0, T ), G = Ω × D, а S1
T := {(x, y, t) ∈ Ω × ∂D × (0, T ) :

l∑
i=1

λi(x, y, t) cos(ν, yi) < 0}, ν — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до по-

верхнi ST := Ω× ∂D × (0, T ).
Коефiцiєнти задачi (1)–(5) такi, що: 1) g(x, y, t, ξ) — вимiрна за змiнни-

ми (x, y, t) в областi QT для всiх ξ ∈ R1 i неперервна за ξ для майже всiх
(x, y, t) ∈ QT , iснує стала g0 > 0, така, що |g(x, y, t, ξ) − g(x, y, t, η)| ≤ g0|ξ − η|
для майже всiх (x, y, t) ∈ QT та всiх ξ, η ∈ R1; 2)

n∑
i=1

aij(x, y, t)ξiξj ≥

a0|ξ|2 для майже всiх (x, y, t) ∈ QT та всiх ξ ∈ Rn, a0 > 0; 3) aij ∈
C([0, T ];L2(G)); E1 ∈ W 1,2(0, T ), E2 ∈ W 1,2(Ω); fi ∈ C([0, T ];L2(G)), fi,yk ∈
L2(QT ) (i = 0, 1); K1 ∈ C1(D;C1(Ω)); K2 ∈ C1([0, T ];C1(D)); λk ∈
C(QT ), λkyk ∈ L∞(QT ); u0 ∈ W 1,2(G) (i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , l).

Отримано достатнi умови iснування розв’язку задачi (1)–(5), причому
u ∈W 1,2(QT ) ∩ C([0, T ];L2(G)), c ∈ ([0, T ]), q ∈ L2(Ω).
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Задача Дiрiхле-Неймана для системи слабко нелiнiйних
гiперболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

Репетило С.М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.C. Пiдстригача НАН України

Нехай Hq, q ∈ R, — простiр рядiв v(x) =
∑

|k|≥0 vk exp (ikx) зi скiнченною

нормою ‖v;Hq‖2 := 2π
∑

|k|≥0(1 + k2)q|vk|2; Cp ([0, T ] ,Hq), p ∈ Z+, q ∈ R, —

простiр функцiй v(t, x) таких, що для кожного t ∈ [0, T ] функцiї ∂jv(t, x)/∂tj ,
j = 0, 1, . . . , p, належать до простору Hq−j та є неперервними за t у нормi цьо-
го простору, ‖v;Cp([0, T ],Hq)‖ :=

∑p
j=0 max

0≤t≤T

∥∥∂jv/∂tj ;Hq−j

∥∥ ; Cp([0, T ],Hq) —

простiр вектор-функцiй v(t, x) = (v1(t, x), . . . , vm(t, x)), для яких vj ∈
Cp([0, T ],Hq), j = 1, . . . ,m, ‖v;Cp([0, T ],Hq)‖ :=

∑m
j=1 ‖vj ;Cp([0, T ],Hq)‖.

В областi D = {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Ω}, де Ω — коло одиничного радiуса,
розглянемо задачу

n∑

s=0

As
∂2nu(t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f(t, x) + εΦ(t, x, u (t, x)) , ε ∈ R, (1)

∂2l−2u(t, x)

∂t2l−2

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂2l−1u(t, x)

∂t2l−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, l = 1, . . . , n, (2)

де As = (aspq)
m
p,q=1 — матрицi з дiйсними елементами, A0 — одинична матриця;

u = col (u1, . . . , um), f = col(f1, . . . , fm), Φ = col(Φ1, . . . ,Φm); вектор-функцiя
Φ(t, x, u) визначена та неперервна за змiнною t i досить гладка за x, u в за-
мкненiй множинi Q =

{
(t, x, u) : (t, x) ∈ D, u ∈ S

(
u0, r

)}
, де

S(u0, r) = {u ∈ C
2n
([0, T ],Hq) : ‖u− u0‖

C
2n

([0,T ],Hq)
≤ r}, r > 0,

u0 := u0(t, x) — розв’язок задачi (1), (2) при ε = 0. Вважаємо, що система
рiвнянь (1) є гiперболiчною за Петровським у вузькому сенсi (див. [1]).

Задачу (1), (2) зведено до задачi про знаходження нерухомої точки де-
якого стискуючого оператора у повному метричному просторi. На пiдставi
результатiв, отриманих при дослiдженнi задачi (1), (2) при ε = 0 (див. [2]),
а також принципу нерухомої точки, встановлено умови iснування та єдиностi
розв’язку задачi (1), (2) для досить малих |ε|. Цей розв’язок належить до кулi

S(u0, r) ⊂ C
2n
([0, T ],Hq) i неперервно залежить вiд функцiї f .

[1] Петровский И.Г. Лекции об уравнениях с частными производными. – М.:
Физматгиз, 1961. – 400 с.

[2] Пташник Б.Й., Репетило С.М. Задача Дiрiхле-Неймана для систем гiпер-
болiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами // Мат. методи та фiз.-мех.
поля. – 2014. – Т. 57, № 2. – С. 25-31.

e-mail: repetylosofiya@gmail.com
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Задача Дiрiхле-Неймана для рiвнянь iз частинними
похiдними високого порядку зi сталими коефiцiєнтами

Репетило С.М., Симотюк М.М.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.C. Пiдстригача НАН України

Нехай Ωp = (R/2πZ)p, QpT = {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Ωp}, T > 0,
x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp, D = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp,
|k| = |k1| + . . . + |kp|, (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp, Hα, α ∈ R, — про-
стiр тригонометричних рядiв v(x) =

∑
|k|≥0 vk exp(ik, x) з нормою ‖v;Hα‖ =

( ∑
|k|≥0

(1 + |k|2)α|vk|2
)1/2

; Cp([0, T ],Hα), p ∈ Z+, — простiр функцiй u(t, x)

таких, що для кожного t ∈ [0, T ] функцiї ∂ju(t, x)/∂tj , j = 0, 1, . . . , p, на-
лежать до простору Hα−j та є неперервними за t у нормi цього простору,
‖u;Cp([0, T ],Hα)‖ =

∑p
j=0 max

0≤t≤T
‖∂ju/∂tj ;Hα−j‖.

Розглянемо задачу

L

(
∂2

∂t2
, B(D)

)
u(t, x) ≡ ∂2nu

∂t2n
+

n∑

j=0

ajB
n−j(D)

∂2ju

∂t2j
= 0, (t, x) ∈ Qp, (1)

∂2j−2u(t, x)

∂t2j−2

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x),
∂2j−1u(t, x)

∂t2j−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+j(x), j = 1, . . . , n, x ∈ Ωp, (2)

де a0 6= 0, B(D) — такий диференцiальний вираз, що

b1|k|2 ≤ B(k) ≤ b2|k|2, b1, b2 > 0, k ∈ Zp. (3)

Нехай µ1, . . . , µn — коренi рiвняння L(µ, 1) = 0, ρ1, . . . , ρn — головнi значення
аргументiв цих коренiв. Вважаємо, що рiвняння (1) є таким, що

1) µj 6= 0, cos(ρj/2) 6= 0, j = 1, . . . , n; 2) µj 6= µq , j 6= q. (4)

Якщо виконуються умови (3), (4), то при дослiдженнi задачi (1), (2) не
виникає проблеми малих знаменникiв [1]. Справедливе таке твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови (3), (4) i ϕj ∈ Hα−2j+2, ϕn+j ∈
Hα−2j+1, j = 1, . . . , n, то у просторi C2n([0, T ],Hα) iснує єдиний розв’язок
задачi (1), (2).

Отриманi результати доповнюють результати працi [2].

[1] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных
уравнений с частными производными. – К.: Наук. думка, 1984. – 264 с.

[2] Пташник Б.Й., Репетило С.М. Задача Дiрiхле-Неймана у смузi для гiпер-
болiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами // Мат. методи та фiз.-мех.
поля. – 2013. – Т. 56, № 3. – С. 15-28.

e-mail: repetylosofiya@gmail.com, quaternion@ukr.net
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Задача спряження з багатоточковими
умовами для мiшаного рiвняння високого порядку

Савка I.Я.
IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України,

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi В. Стефаника

Василишин П.Б.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi В. Стефаника

Тимкiв I.Р.
Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний

унiверситет нафти i газу

Нехай Ω — одиничне коло (R/2πZ); D = (−T, T )×Ω, де T — дiйсне додатне
число; D+ = D ∩ {t > 0}, D− = Dp ∩ {t < 0}, n ∈ Z+, I — вiдрiзок прямої R.

Запровадимо простори функцiй:
Hq = Hq(Ω), q ∈ R, — простiр Соболєва, отриманий поповненням множини

тригонометричних многочленiв ϕ(x) =
∑
k

ϕke
ikx за нормою

‖ϕ;Hq‖ =

(
∑

k∈Z

(
1 + k2

)q|ϕk|2
)1/2

;

Cn(I ;Hq) — простiр функцiй u(t, x) =
∑
k∈Z

uk(t)e
ikx, uk(t) ∈ Cn(I), та-

ких, що для кожного фiксованого t ∈ I функцiї ∂ju(t, x)/∂tj ≡ ∑
k∈Z

u
(j)
k (t)eikx,

0 ≤ j ≤ n, належать до простору Hq−j i як елементи цього простору є непе-
рервними за t на I ; норму в просторi Cn(I ;Hq) задаємо формулою

‖u;Cn(I ;Hq)‖ =
n∑

j=0

max
t∈I

‖∂ju(t, x)/∂tj ;Hq−j‖.

В областi D для мiшаного рiвняння високого порядку

Ln(∂/∂t, ∂/∂x)u =
∂nu(t, x)

∂tn
+

n∑
s=1

as
∂nu(t, x)

∂tn−s∂xs
= 0, (t, x) ∈ D−,

Lm(∂/∂t, ∂/∂x)u =
∂mu(t, x)

∂tm
+

m∑
s=1

bs
∂mu(t, x)

∂tm−s∂xs
= 0, (t, x) ∈ D+,

(1)

розглянемо задачу з умовами спряження та локальними багатоточковими умо-
вами

lim
t→0−

∂j−1u(t, x)

∂tj−1
= lim
t→0+

∂j−1u(t, x)

∂tj−1
, j = 1, . . . ,min, x ∈ Ω. (2)

u|t=tj = ϕj(x), j = 1, . . . , r, x ∈ Ω, (3)

u|t=tr+j = ϕr+j(x), j = 1, . . . , n+m−min− r, x ∈ Ω, (4)

де as, bs ∈ C, min = min{m,n}, причому оператори Ln, Lm — строго гiпербо-
лiчнi за Петровським,

−T ≤ t1 < . . . < tr < 0 < tr+1 < . . . < tn+m−min ≤ T.
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Означення. Розв’язком задачi (1)–(4) називаємо таку функцiю u = u(t, x),
що

u ∈ C
n([−T, 0];Hq), u ∈ C

m([0, T ];Hq),

‖Lnu;C([−T, 0];Hq−n)‖ = 0, ‖Lmu;C([0, T ];Hq−m)‖ = 0,

lim
ε→+0

∥∥∥∥
∂j−1u(−ε, ·)

∂tj−1
− ∂j−1u(ε, ·)

∂tj−1
;Hq+1−j

∥∥∥∥ = 0, j = 1, . . . , min,

∥∥u|t=tj − ϕj ;Hq

∥∥ = 0, j = 1, . . . , n+m−min.

Згiдно з припущенням, позначимо попарно рiзнi дiйснi коренi рiвнянь
Ln(λ, 1) = 0 i Ln(µ, 1) = 0 через λ1, . . . , λn i µ1, . . . , µm вiдповiдно.

Нехай
Λ = ‖λq−1

j ‖min,nq,j=1 , M = ‖µq−1
j ‖min,mq,j=1 ,

Eλ(k) = ‖ exp(ikλjtq)‖r,nq,j=1, Eµ(k) = ‖ exp(ikµjtr+q)‖n+m−min,n
q,j=1 .

Коректна розв’язнiсть задачi (1)–(4) в просторах Соболєва залежить вiд
властивостей визначникiв

∆(k) = det

∥∥∥∥∥∥

Λ M
Eλ(k) 0

0 Eµ(k)

∥∥∥∥∥∥
, k ∈ Z\{0}.

Визначники ∆(k), k ∈ Z\{0}, входять знаменниками у вирази для коефiцi-
єнтiв рядiв Фур’є, якими зображується розв’язок задачi. Вони можуть ставати
як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi цiлих k (при |k| → ∞) i спри-
чиняти розбiжнiсть вказаних рядiв [1]. Тому важливо встановити оцiнки знизу
для |∆(k)|, k ∈ Z\{0}.

Теорема 1. Для майже всiх (щодо мiри Лебега в Rm+n−min) векторiв
(λ1, . . . , λm+n−min) ∈ (−T, 0)r × (0, T )n+m−min−r нерiвностi

|∆(k)| ≥ |k|−γ

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) цiлих k ∈ Z при

γ > C2
n + C2

m − C2
min.

З теореми випливає, що якщо

ϕj ∈ Hq+γ , γ > C2
n + C2

m − C2
min, j = 1, . . . , n+m−min− r,

то для майже всiх (щодо мiри Лебега в Rm+n−min) векторiв (λ1, . . . , λm+n−min)
iснує розв’язок задачi (1)–(4).

[1] Пташник Б. Й., Iлькiв В. С., Кмiть I. Я., Полiщук В. М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.: Наук. думка, 2002. –
416 с.

e-mail: s-i@ukr.net, pbvasylyshyn@ukr.net, tymkiv_if@ukr.net
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Iснування розв’язкiв неоднорiдного рiвняння
з елiптичним оператором високого порядку

у просторi швидко спадних функцiй

Самойленко В.Г.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Самойленко Ю.I.
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Рiвняння Кортевега-де Фрiза (КдФ) на сьогоднi є одним з цiкавих об’є-
ктiв дослiдження математичної та теоретичної фiзики. Це пов’язано з наяв-
нiстю у рiвняння КдФ розв’язкiв з рiзноманiтними властивостями, зокрема,
розв’язкiв, якi мають цiкавi фiзичнi iнтепретацiї (солiтоннi, кiнковi, перiоди-
чнi, квазiперiодичнi розв’язки, тощо) та так званих сингулярних розв’язкiв,
тобто розв’язкiв, якi у скiнченнiй областi можуть руйнуватися або "грубо",
коли розв’язок стає необмеженим, або ж згiдно зi сценарiєм градiєнтної ката-
строфи, коли частиннi похiднi розв’язку стають необмеженими.

Для вивчення рiвняння КдФ запропоновано багато рiзних методiв, серед
яких варто згадати iнновацiйний у певному сенсi метод оберненої задачi роз-
сiювання, який став потужним iнструментом аналiзу нелiнiйних рiвнянь iнте-
гровного типу, за допомогою якого побудовано їх точнi розв’язки.

При вивченнi сингулярно збуреного рiвняння КдФ зi змiнними коефiцiєн-
тами успiшно використовується [1, 2] нелiнiйний метод ВКБ, який для цього
рiвняння дозволив знайти його асимптотичнi солiтоноподiбнi розв’язки, що за
своєю структурою аналогiчнi солiтонним розв’язкам рiвняння КдФ зi стали-
ми коефiцiєнтами. При побудовi асимптотичних солiтоноподiбних розв’язкiв
сингулярно збуреного рiвняння КдФ зi змiнними коефiцiєнтами [1] виникає
задача про iснування у просторi швидко спадних функцiй S(R) розв’язкiв ди-
ференцiального рiвняння з одновимiрним оператором Шредiнгера вигляду

Lu = −d
2u

dx2
+ A(x, t)u = F (x, t), x ∈ R, (1)

де A(x, t) = f1(t) + f2(x, t) є нескiнченно диференцiйовною функцiєю для всiх
(x, t) ∈ R × [0; T ], причому f1(t) < 0 для всiх t ∈ [0; T ], а f2(x, t) належить
простору швидко спадних щодо змiнної x функцiй при всiх t ∈ [0; T ]. Тут
величина t вважається параметром.

У [3] за допомогою теорiї псевдодиференцiальних операторiв [4] встановле-
но необхiднi i достатнi умови iснування у просторi швидко спадних функцiй
S(R) розв’язкiв рiвняння (1). Цiлком природно виникає питання про узагаль-
нення результатiв статтi [1] на випадок диференцiального рiвняння високого
порядку, тобто питання про необхiднi i достатнi умови iснування у просторi
S(R) розв’язкiв рiвняння вигляду

Lu = f(x), (2)
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де оператор L має вигляд

L = −
n∑

m=0

(
am

d2m

dx2m
+ bm(x)

)
. (3)

Розглядається задача: при яких умовах щодо функцiї f(x) рiвняння (2)
має у просторi S(R) розв’язок.

За допомогою теорiї псевдодиференцiальних операторiв доведено таку те-
орему.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти оператора L вигляду (3) такi, шо am ≤ 0,
m = 1, n, причому a0 6= 0, a2n 6= 0, а функцiї bm(x), m = 1, n, належить про-
стору S(R). Якщо функцiя f(x) ∈ S(R), то для iснування розв’язку рiвняння
(2) у просторi S(R) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова ортого-
нальностi вигляду

+∞∫

−∞

f(x)u0(x)dx = 0,

де u0(x) ∈ S(R) – нетривiальний розв’язок однорiдного рiвняння Lu = 0.

[1] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi розвинення солiтонопо-
дiбних розв’язкiв збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза // Український
математичний журнал. – 2005. – Т. 57, №1. – C. 111-124. (In English:
Asymptotic expansions for one-phase soliton-type solutions of the Korteweg-de
Vries equation with variable coefficients // Ukrainian Mathematical Journal. –
2005. – V. 57, No. 1. – P. 132-148.)

[2] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi m-фазовi солiтоноподi-
бнi розв’язки сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiн-
ними коефiцiєнтами // Український математичний журнал. – 2012. – Т. 64,
7. – C. 970-987; Т. 64, 8. – C. 1089-1105. (In English: Asymptotic m-phase
soliton-type solutions of a singularly perturbed Korteweg-de Vries equation wi-
th variable coefficients // Ukrainian Mathematical Journal. – 2012. – V. 64, 7.
– P. 1109-1127; 2013. – V. 64, 8. – P. 1241-1259.)

[3] Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Iснування розв’язку неоднорiдного рiв-
няння з одновимiрним оператором Шредiнгера в просторi швидко спадних
функцiй // Український математичний вiсник. – 2012. – Т. 9, №2. – C. 237-
245. (In English: Existence of a solution to the inhomogeneous equation with
the one-dimensional Schrodinger operator in the space of quickly decreasing
functions // Journal of Mathematical Sciences. – 2012. – V. 187, No. 1. – P. 70-
76.)

[4] Грушин В.В. Об одном классе эллиптических псевдодифференциаль-
ных операторов, вырождающихся на подмногообразии // Математический
сборник. – 1971. – T. 84, №2. – С. 163-195.
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Про злiченну кратнiсть B-вимiрних вiдображень

Сафонова О.В.
Державний унiверситет телекомунiкацiй, Київ

Сафонов В.М.
Нацiональний унiверситет харчових технологiй, Київ

Дослiдженню злiченнократних вiдображень присвячено немало праць. Ре-
зультати М.М. Лузiна, П.С. Александрова, А.М. Колмогорова, Б.О. Пасинко-
ва та Ю.Ю. Трохимчука стали класичними i заклали вiдправний пункт для
подальших дослiджень з цiєї тематики.

Основним результатом дослiджень, що пов’язанi iз злiченнократними
B-вимiрними вiдображеннями нульвимiрних нiде не компактних абсолютних
Gδ-множин, є таке твердження [1].

Теорема 1. При злiченнократному B-вимiрному вiдображеннi f повного
сепарабельного нульвимiрного незлiченного простору X iснує множина пер-
шої категорiї D ⊂ X така, що множина точок локального гомеоморфiзму
звуження вiдображення f |X\D на доповнення X \D всюди щiльна в X \D.

Виявляється, що в одновимiрному випадку функцiї першого класу для
iснування щiльної множини точок локального гомеоморфiзму досить вимага-
ти злiченну кратнiсть лише для точок деякої множини всюди другої категорiї
в образi [2].

Теорема 2. Нехай f : [a, b] → R — нiде не стала функцiя першого класу
Бера з властивiстю Дарбу, яка має множину злiченних рiвнiв E ⊂ f([a, b])
всюди другої категорiї. Тодi iснує вiдкрита щiльна множина G =

⋃
i

Gi ⊂
[a, b], в кожнiй компонентi Gi якої функцiя f строго монотонна i неперервна.

[1] Сафонова О.В. Про злiченнократнi B-вимiрнi вiдображення / О.В. Сафо-
нова // Збiрник праць Iнституту математики НАН України: Аналiз та за-
стосування. — К.: Iнститут математики НАН України, 2017. – Т. 14, №1.
— С. 230-237.

[2] Сафонов В.М. Про функцiї першого класу Бера з властивiстю Дарбу / В.М.
Сафонов // Збiрник праць Iнституту математики НАН України: Аналiз та
застосування. — К.: Iнститут математики НАН України, 2017. — Т. 14, №1.
— С. 222-229.

e-mail: olechkadeadin@ukr.net, safonov_v_m@ukr.net
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Задача Фур’є для анiзотропних
iнтегро-диференцiальних

елiптично-параболiчних систем
зi змiнними показниками нелiнiйностi

Скiра I. В.
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Нехай n,N — натуральнi числа, а MN×(n+1)(R) — лiнiйний простiр, скла-
дений з матриць ζ = (ζkl; k = 1, N, l = 0, n) розмiрностi N × (n+1) з дiйсними
елементами.

Вважаємо, що Ω — обмежена область в Rn з кусково-гладкою межею ∂Ω,
∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅. Позначаємо S := (−∞, 0], Q := Ω× S, Σ0 := Γ0 × S,
Σ1 := Γ1 × S, Qt1,t2 := Ω× (t1, t2) для довiльних t1, t2 ∈ R (t1 < t2).

Припускаємо, що
(B) для кожного i ∈ {1, . . . , N} функцiя bi : Ω → R — вимiрна i 06 bi(x)6 1

для м. в. x ∈ Ω.
Розглядаємо задачу : знайти векторну функцiю u = col(u1 . . . uN) : Q→ RN ,

яка задовольняє (в певному сенсi) систему рiвнянь

(bi(x)ui)t −
n∑

j=1

d

dxj
aij(x, t, δu) + ai0(x, t, δu) +

∫

Ω

ci(x, y, t, u(y, t))dy =

= −
n∑

j=1

∂

∂xj
fij(x, t) + fi0(x, t), (x, t) ∈ Q , i = 1, N , (1)

та крайовi умови

ui

∣∣∣
Σ0

= 0,
∂ui
∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0, i = 1, N , (2)

де aij : Q ×MN×(n+1)(R) → R (i = 1, N, j = 0, n), ci : Ω × Ω × S × R → R

(i = 1, N), fij : Q→ R (i = 1, N, j = 0, n) — заданi дiйснозначнi функцiї.
Прикладом систем вигляду (1), якi тут вивчаються, є система

(bi(x)ui)t −
n∑

j=1

(
âij(x, t)|ui,xj |pij (x)−2ui,xj

)

xj

+ âi0(x, t)|ui|pi0(x)−2ui+

+

∫

Ω

N∑

k=1

ĉik(x, y, t)uk(y, t)dy = fi(x, t), (x, t) ∈ Q, i = 1, N, (3)

де âij (i = 1, N, j = 0, n) — вимiрнi, обмеженi, додатнi i вiддiленi вiд нуля фун-
кцiї, ĉik (i, k = 1, N) — вимiрнi i обмеженi функцiї, fi (i = 1, N) — iнтегровнi
з деяким степенем функцiї, pij > 1 (i = 1, N, j = 0, n) — вимiрнi та обмеженi
функцiї (показники нелiнiйностi).

Нехай p = (pij ; i = 1, N, j = 0, n) — матрична функцiя, яка задовольняє
умову
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(P) 2 ≤ ess inf
x∈Ω

pij(x) ≤ ess sup
x∈Ω

pij(x) < +∞, (i = 1, N, j = 1, n)

2 < ess inf
x∈Ω

pi0(x) ≤ ess sup
x∈Ω

pi0(x) < +∞ (i = 1, N).

Припустимо, що вихiднi данi задачi (1)–(2) задовольняють умови:
(A1) для кожних i ∈ {1, . . . , N} та j ∈ {0, . . . , n} функцiя aij(x, t, ξ), (x, t) ∈

Q, ξ ∈MN×(n+1)(R), є каратеодорiвською;
(A2) для кожних i ∈ {1, . . . , N} та j ∈ {0, . . . , n}, майже всiх (x, t) ∈ Q i

будь-яких ξ ∈MN×(n+1)(R) виконується нерiвнiсть

|aij(x, t, ξ)| 6 hij(x, t)
( N∑

k=1

n∑

l=0

|ξkl|pkl(x)/p
′
ij(x)

)
+ gij(x, t),

де hij ∈ L∞,loc(Q), gij ∈ L
p

′
ij

(·), loc
(Q);

(A3) для майже всiх (x, t) ∈ Q та довiльних ξ1, ξ2 ∈MN×(n+1)(R) виконує-
ться нерiвнiсть

N∑

i=1

n∑

j=0

(aij(x, t, ξ
1)− aij(x, t, ξ

2))(ξ1ij − ξ2ij) ≥

≥ K1

N∑

k=1

|ξ1k0 − ξ2k0|2 +K2

N∑

k=1

n∑

l=0

|ξ1kl − ξ2kl|pkl(x),

де K1 > 0, K2 > 0 — деякi сталi;
(C1) для кожного i ∈ {1, . . . , N} функцiя ci(x, y, t, s), (x, y, t, s) ∈ Ω × Ω ×

S × R, є каратеодорiвською;
(C2) для кожного i ∈ {1, . . . , N}, довiльних s1, s2 ∈ R та майже всiх

(x, y, t) ∈ Ω× Ω× S виконується нерiвнiсть

|ci(x, y, t, s1)− ci(x, y, t, s2)| ≤ L|s1 − s2|,
де L ≥ 0 – стала;

(F) fij ∈ Lp′
ij

(·),loc(Q) (i = 1, N, j = 0, n) i для кожних i ∈ {1, . . . , N},
j ∈ {1, . . . , n} функцiя fij зануляється в околi Σ1.

Пiд узагальненим розв’язком задачi (1)–(2) розумiємо векторну функцiю

u ∈ W 1,0
p(·),loc

(Q;RN ) ∩ C(S;Hb(Ω;R
N )), для якої виконується умова ui

∣∣∣
Σ0

= 0

(i = 1, N) та вiдповiдна iнтегральна тотожнiсть.

Теорема 1. Нехай виконуються вищевказанi умови i, крiм того, пра-
вильна нерiвнiсть

K1 > LmesnΩ.

Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1)–(2).

e-mail: irusichka.skira@gmail.com
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Оцiнки для розподiлу супремуму на нескiнченностi
розв’язку задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi

з випадковою правою частиною.

Сливка-Тилищак Г.I.
Пряшiвський унiверситет в Пряшевi, Словаччина
ДВНЗ "Ужгородський нацiональний унiверситет"

Михасюк М.М.
ДВНЗ "Ужгородський нацiональний унiверситет"

Рiвняння теплопровiдностi з випадковими умовами є класичною задачею
математичної фiзики. За останнi роки з’явилося ряд робiт, де рiзними спосо-
бами дослiджувалося дане рiвняння в залежностi вiд типу випадкових поча-
ткових умов.

В роботi дослiджується неоднорiдне рiвняння теплопровiдностi на прямiй з
випадковою правою частиною з простору Subϕ(Ω). Для даної задачi одержано
оцiнки для розподiлу супремуму розв’язку в нескiнченнiй областi. Розглянемо
неоднорiдне рiвняння теплопровiдностi, яке задане на прямiй [1]:

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+ ξ(x, t), (1)

−∞ < x < +∞, t > 0,

з початковою умовою

u(x, 0) = 0, −∞ < x < +∞. (2)

Нехай ξ(x, t) = {ξ(x, t), x ∈ R, t > 0} — вибiрково-неперервне з iмовiр-
нiстю одиниця випадкове поле з простору Subϕ(Ω) [1], таке що Eξ(x, t) = 0,
E(ξ(x, t))2 < +∞. Нехай розв’язок задачi (1)–(2) можна записати у виглядi

G(y, t) =
1√
2π

t∫

0

e−a
2y2(t−τ)ξ̃(y, τ )dτ,

ξ̃(y, τ ) =
1√
2π

+∞∫

−∞

cos yxξ(x, τ )dx,

i

u(x, t) =

+∞∫

−∞

cos yxG(y, t)dy. (3)

Теорема 1. Нехай {u(x, t), (x, t) ∈ V } , V = [−A;A] × [0,+∞) — сепа-
рабельне випадкове поле з простору Subϕ (Ω). Нехай виконуються наступнi
умови:

1) [bk, bk+1] , k = 0, 1, . . . — сiм’я таких вiдрiзкiв, що −∞ < bk < bk+1 <
+∞, k = 0, 1, . . . Vk = [−A;A]× [bk, bk+1] ,

⋃
k

Vk = V ;
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2) sup
|x−x1|≤h,
|t−t1|≤h

(x,t),(x1,t1)∈Vk

(
E |u(x, t)− u(x1, t1)|2

) 1
2 ≤ ak

∣

∣

∣ln
(

1
|h|

+d
)∣

∣

∣

δ ,

де

ak =
Θ

π

(
bk+1C11 +max(1, a2)TC22 + 1+

+
1

a2
(
C21 +max(1, a2)(C22 + C23)

))
,

Cij , i = 1, 2, j = 1, 2, 3 — деякi сталi, при δ > 1− 1
p
;

3) c = {c(t), t ∈ R} — деяка неперервна функцiя, що c(t) > 0, t ∈ R,
ck = min

t∈[tk,tk+1]
c(t);

4)

sup
k

bk+1

ck
< ∞,

sup
k

(ak)
1
αq (εk)

1− 1
αq

ck
<∞,

sup
k

εk ln
(
A · bk+1−bk

2

) 1
q

ck
<∞,

εk = sup
x∈[A,−A]
t∈[bk,bk+1]

(
E (u(x, t))2

) 1
2 ≤ θ

(
bk+1

π
+

1

a2π

)
;

5)
∞∑

k=0

exp

{
−1

q

(
sck(1− θ)

2εk

) 1
q

}
<∞.

Tодi для ω > sup
k

1

p

1
p



2
1
q (ak)

1
αq (θεk)

1− 1
αq

1− 1
αq

+θεk ln

(

A·
bk+1−bk

2

) 1
q





ck
· 4
θ(1−θ)

, 0 < θ < 1,

має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup

(x,t)∈V

|u(x, t)|
c(t)

> ω

}
6 2 exp

{
−1

q

(ω
s

) 1
q

}
×

×
∞∑

k=0

exp

{
−1

q

(
sck(1− θ)

2εk

) 1
q

}
.

[1] Маркович Б. М. Рiвняння математичної фiзики. – Львiв: Видавництво
Нацiонального унiверситету «Львiвська полiтехнiка», 2010. – 384 с.

[2] Kozachenko Yu. V., Slyvka-Tylyshchak A. I. On the increase rate of random
fields from space on unbounded domains // Statistics, optimization and
information computing. – June 2014. – Vol. 2. – P. 79-92.

e-mail: aslyvka@ukr.net, mikhasyuk.m@gmail.com
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Про асимптотику розв’язку задачi оптимальної швидкодiї

Тарасенко О.В.
Нiжинський державний унiверситет iменi Миколи Гоголя

Нехай задано процес, який описується системою диференцiальних рiвнянь

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+ u, (1)

де A(t, ε) — квадратна матриця n-го порядку, x(t, ε), u(t, ε) — n-вимiрнi вектор
стану та керування вiдповiдно, ε ∈ (0, ε0] — малий параметр: ε0 ≪ 1; h ∈ N .

Розглядається задача про знаходження керування, пiд дiєю якого система
(1) переходить iз стану x(0) = x1 в стан x(T ) = x2 за найкоротший промiжок
часу

J(u) =

T∫

0

dt→ min
u
. (2)

Припустимо, що виконуються наступнi умови:
1) матриця A(t, ε) є дiйсною або комплекснозначною i допускає на вiдрiзку

[0; T ] рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра:

A(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkAk(t); (3)

2) коефiцiєнти Ak(t), k = 0, 1, . . ., розвинень (3) нескiнченно диференцiйов-
нi на вiдрiзку [0;T ];

3) вектори початкового i кiнцевого станiв зображуються у виглядi розви-
нень

x1(t, ε) ∼
∑

k≥0

εkx
(1)
k (t);x2(t, ε) ∼

∑

k≥0

εkx
(2)
k (t);

4) область допустимих значень для керування u(t, ε) збiгається з усiм за-
даним n-вимiрним простором.

У розглянутому випадку, використовуючи теорiю асимптотичного iнте-
грування лiнiйних сингулярно збурених систем з виродженнями, викладену
в [1], виведено рекурентнi формули для знаходження коефiцiєнтiв вiдповiдних
асимптотичних розвинень в явному виглядi, запропоновано алгоритм побудо-
ви асимптотичного розв’язку даної задачi швидкодiї, яка пiсля застосування
принципу максимуму Л.С. Понтрягiна [2] зводиться до двоточкової крайової
задачi. Встановлено вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.

[1] Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцi-
альних рiвнянь з виродженнями. – К.: Вища шк., 2000. – 294 с.

[2] Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Е.Ф. Мате-
матическая теория оптимальных процессов. – М.: Наука, 1983. – 392 с.

e-mail: oxana.tarasenko@gmail.com
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Застосування диференцiальних рiвнянь з iмпульсною
дiєю до розв’язування крайових задач теплопровiдностi

Тацiй Р.М., Стасюк М.Ф., Пазен О.Ю.
Львiвський державний унiверситет безпеки життєдiяльностi

Власiй О.О.
Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi В. Стефаника

1. Постановка задачi. Розглядається багатошарова плоска конструкцiя,
область якої обмежена площинами x = x0 i x = xn та подiлена на n шарiв.
Кожен шар виготовлений з iзотропного матерiалу та надiлений своїми коефi-
цiєнтом теплопровiдностi λ, питомою теплоємнiстю та густиною ρ. Крiм цього,
мiж шарами задано умови неiдеального теплового контакту. Для конструкцiї
вiдомим є початковий розподiл температурного поля φ(x), а температура зале-
жить вiд координати x та часу τ . На зовнiшнiх поверхнях iснує конвективний
теплообмiн з навколишнiм середовищем, тобто виконуються крайовi умови
третього роду.

Описана задача зводиться до розв’язування наступного диференцiального
рiвняння [1, 2]

cρ
∂t

∂τ
=

∂

∂x

(
λ
∂t

∂x

)
(1)

з умовами спряження
{
t
[1]
i+1(xi+1)− t

[1]
i (xi+1) = 0,

ti+1(xi+1)− ti(xi+1) =
1

αi+1
t
[1]
i (xi+1),

(2)

крайовими умовами третього роду
{
α0t(0, τ )− t[1](0, τ ) = α0ψ0(τ ),

αnt(xn, τ )− t[1](xn, τ ) = αnψn(τ )
(3)

та початковою умовою
T (x, 0) = φ(x). (4)

Позначення: Θi – характеристична функцiя напiввiдкритого промiжку

[xi, xi+1), тобто Θi =

{
1, x ∈ [xi, xi+1),

0, x /∈ [xi, xi+1),
λ(x) =

n−1∑
i=0

λiΘi, c(x)ρ(x) =
n−1∑
i=0

ciρiΘi,

φ(x) =
n−1∑
i=0

φiΘi, λi, ci, ρi ∈ R, λi, ci, ρi > 0, ∀ = 0, n− 1, λt′x
df
= t[1](x, τ ) —

квазiпохiдна [3], q(x, τ ) = −t[1](x, τ ) — густина теплового потоку.
2. Побудова розв’язку. Розв’язок задачi (1)-(4) шукається у виглядi суми

двох функцiй (метод редукцiї) [4]

t(x, τ ) = u(x, τ ) + v(x, τ ). (5)

Будь-яку з функцiй u(x, τ ) чи v(x, τ ) можна вибрати спецiальним чином,
тодi iнша вже визначатиметься однозначно.

Для функцiї u(x, τ ) поставлено квазiстацiонарну крайову задачу [2]
(
λu′
)′

= 0, (6)
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з умовами спряження
{
u
[1]
i+1(xi+1)− u

[1]
i (xi+1) = 0,

ui+1(xi+1)− ui(xi+1) =
1

αi+1
u
[1]
i (xi+1)

(7)

та крайовими умовами (3) для функцiї u(x, τ ), тобто
{
α0u(0, τ )− u[1](0, τ ) = α0ψ0(τ ),

αnu(xn, τ )− u[1](xn, τ ) = αnψn(τ ).
(8)

Структуру розв’язку цiєї задачi детально вивчено та описано в роботi
[2]. Зокрема, отримано аналiтичне представлення цього розв’язку у виглядi

u(x, t) =
n−1∑
i=0

ui(x, t)Θi, де функцiї ui(x, t) виражаються виключно через вхiднi

данi поставленої задачi.
Для функцiї v(x, τ ) отримано неоднорiдну мiшану задачу

cρ
∂u

∂τ
+ cρ

∂v

∂τ
=

∂

∂x

(
λ
∂v

∂x

)
(9)

з умовами спряження
{
v
[1]
i+1(xi+1, τ )− v

[1]
i (xi+1, τ ) = 0,

vi+1(xi+1, τ )− vi(xi+1, τ ) =
1

αi+1
v
[1]
i (xi+1, τ ),

(10)

нульовими крайовими умовами
{
α0v(0, τ )− v[1](0, τ ) = 0,

αnv(xn, τ )− v[1](xn, τ ) = 0
(11)

та початковою умовою

v(x, 0) = φ(x)− u(x, 0) ≡ f(x, 0). (12)

Для розв’язування цiєї задачi застосовується метод власних функцiй
Фур’є. При цьому промiжковi результати (задача на власнi значення, розви-
нення за власними векторами, тощо) отриманi шляхом зведення вiдповiдних
задач для звичайних диференцiальних (квазiдиференцiальних) рiвнянь до си-
стем диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю [1, 3, 5].

Покажемо це на прикладi знаходження нетривiальних розв’язкiв однорi-
дної задачi

cρ
∂v

∂τ
=

∂

∂x

(
λ
∂v

∂x

)
(13)

з умовами (10), (11).
Покладаючи v(x, τ ) = e−ωτX(x), де ω – параметр, а X(x) — невiдома фун-

кцiя, отримано квазiдиференцiальне рiвняння
(
λX(x)′

)′
+ ωcρX(x) = 0 (14)

з умовами спряження
{
X

[1]
i+1(xi+1)−X

[1]
i (xi+1) = 0,

Xi+1(xi+1)−Xi(xi+1) =
1

αi+1
X

[1]
i )xi+1)

(15)
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та крайовими умовами
{
α0X(0)−X [1](0) = 0,

αnX(xn) +X [1](xn) = 0.
(16)

Задача (14)-(16) зводиться до знаходження власних вектор-функцiй
Xk(x,ωk), k∈N, системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю [1, 5]

X
′
= AX, (17)

Xi+1(xi+1)−Xi(xi+1) = Ci+1Xi(xi+1), (18)

i крайовими умовами
PX(x0) +QX(xn) = 0. (19)

де

X =
(
X X [1]

)T
, A(x)=

(
0 1

λ(x)

−ωcρ 0

)
, Ci+1=

(
0 1

αi+1

−ωcρ 0

)
,

P =

(
α0 −1
0 0

)
, Q=

(
0 0
αn 1

)
.

Розв’язок мiшаної задачi (9)–(12) отримано у виглядi

v(x, τ ) =
n−1∑

i=0

vi(x, τ )Θi,

де функцiї vi(x, τ ) виражаються через коефiцiєнти Фур’є вiдповiдних розви-
нень за власними функцiями [1].

Приклад 1. Розв’язано модельну задачу про розподiл нестацiонарного
температурного поля у восьмишаровiй плоскiй конструкцiї, де мiж трьо-
ма шарами iснує iдеальний, а мiж чотирма неiдеальний тепловi контакти.
Результати розрахункiв оформлено у виглядi таблиць та графiкiв.

[1] O.Y. Pazen and R.M. Tatsii General boundary-value problems for the heat
conduction equation with piecewise-continuous coefficients. // Journal of Engi-
neering Physics and Thermophysics. – March, 2016, – Vol. 89, No. 2, – P. 357-
368.

[2] Таций Р.М., Пазен О.Ю. Расчет стационарного температурного поля в
многослойной плите с учетом внутренних источников тепла при условии
неидеального теплового контакта между слоями. // Safety and Fire Techni-
que (безопасность и пожарная техника). – Polska, – Jozefov: – CNOBP-PIB, –
BiTP 2015. – Vol. 40, – Issue 4. – P. 51-59.

[3] Тацiй Р.М., Стасюк М.Ф., Мазуренко О.В., Власiй О.О. Узагальненi квазi-
диференцiальнi рiвняння. – Дрогобич: Коло, 2011. – 301 с.

[4] Арсенин В.Я. Методы математической физики. – Москва: Наука, 1974.
[5] Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с им-

пульсным воздействием. – К: Высшая школа, 1987. – 228 с.
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Про матрицю Ґрiна модельної
~2b-параболiчної крайової задачi

Турчина Н.I., Iвасишен С.Д.
Нацiональний технiчний унiверситет України

"Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського"

Нехай n,N, b1, . . . , bn — заданi натуральнi числа; ~2b := (2b1, . . . , 2bn); s —
найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn; mj := s/bj , j ∈ {1, . . . , n}; ‖k‖ :=∑n
j=1mjkj , якщо k := (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ — n-вимiрний мультиiндекс; Rn+ :=

{x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn| xn > 0}, Π+
T := {(t, x) ∈ Rn+1| t ∈ (0, T ], x ∈ Rn+},

Π′
T := {(t, x′) := (t, x1, . . . , xn−1) ∈ Rn| t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rn−1}, T — задане

додатне число.
Розглядається крайова задача:

∂tu(t, x)−
∑

‖k‖=2s

ak∂
k
xu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+

T , (1)

∑

2sk0+‖k‖=rj

bjk0k∂
k0
t ∂kxu(t, x)|xn=0 = gj(t, x

′),

(t, x′) ∈ Π′
T , j ∈ {1, . . . ,m}, (2)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn+, (3)

де u, f i φ — матрицi-стовпчики розмiру N × 1, ak i bjk0k — сталi матрицi
вiдповiдно розмiру N ×N i 1×N ; g1, . . . , gm — скалярнi функцiї; r1, . . . , rm —
заданi невiд’ємнi цiлi числа, m = bnN . Припускається, що система (1) є ~2b-
параболiчна за С. Д. Ейдельманом i крайовi вирази (2) задовольняють умову
доповняльностi [1].

Побудовано матрицю Ґрiна задачi (1)–(3), тобто таку матрицю G =
(G0, G1, . . . , Gm+1), що для вiдповiдних функцiй f, gj i ϕ розв’язок цiєї задачi
зображується у виглядi

u(t, x) =

∫ t

0

dτ

∫

R
n
+

G0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑

j=1

∫ t

0

dτ

∫

Rn−1

Gj(t, x; τ, ξ
′)gj(τ, ξ

′)dξ′+

+

∫

Rn+

Gm+1(t, x; ξ)ϕ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π+
T .

З’ясовано структуру, отримано оцiнки та вивчено деякi iншi властивостi ком-
понент Gj , j ∈ {0, 1, . . . ,m+ 1}, матрицi G. Зокрема, встановлено, що елемен-
ти матриць G0 i Gm+1 не є звичайними функцiями (вони мiстять похiднi вiд
дельта-функцiй Дiрака, зосереджених у точках τ = 0 i ξn = 0), якщо в крайовi
умови (2) входять похiднi за t i/або похiднi за xn порядку, бiльшого за 2bn−1.

Наведено застосування матрицi Ґрiна до встановлення коректної розв’я-
зностi зададi (1)–(3) в просторах Гельдера H l+λ(Π+

T ), l — цiле число таке,
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що l ≥ max(2s, r1, . . . , rm), вектор-функцiй u, якi є неперервними разом з
похiдними вигляду ∂k0t ∂kxu, 2sk0 + ‖k‖ ≤ l, i для яких скiнченна норма

‖u‖l+λ
Π

+
T

:=
∑

2sk0+‖k‖≤l

sup
(t,x)∈Π̄+

T

|∂k0t ∂kxu(t, x)|+

+
∑

0≤l−2sk0−‖k‖<2s

sup
{t,β}⊂[0,T ],t 6=β

x∈R̄
n
+

(
|∂k0t ∂kxu(t, x)− ∂k0β ∂kxu(β, x)|
|t − β|(l−2sk0−‖k‖+λ)/(2s)

)
+

+
n∑

j=1

∑

0≤l−2sk0−‖k‖<mj

sup
{(t,x),(t,x(yj))}⊂Π̄+

T
xj 6=yj

(
|∂k0t ∂kxu(t, x)− ∂k0t ∂kx(yj)u(t, x(yj))|

|xj − yj |(l−2sk0−‖k‖+λ)/mj

)
,

де x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj , xj+1, . . . , xn), j ∈ {1, . . . , n}.
При цьому отримано точнi оцiнки норм розв’язкiв через вiдповiднi нор-

ми правих частин f, gj , j ∈ {1, . . . , n} i ϕ задачi (1)–(3). Доведено, що такi
оцiнки є не тiльки необхiдними, але й достатннiми для того, щоб для задачi
вигляду (1)–(3) виконувалась умова ~2b-параболiчностi системи (1) та умова
доповняльностi для крайових диференцiальних виразiв.

Дослiдження коректної розв’язностi задачi (1)–(3) ґрунтується на деталь-
ному вивченнi властивостей iнтегральних операторiв, ядрами яких є елемен-
ти матрицi Ґрiна (операторiв Ґрiна), а також лем про продовження функцiй
з просторiв Гельдера, якi розглядаються. Iстотно використовуються природнi
умови узгодження правих частин задачi.

Отриманi результати можуть використовуватися для дослiдження загаль-
нiших ~2b-параболiчних крайових задач, властивостей розв’язкiв, визначених
на нескiнченних часових iнтервалах, а також встановлення однозначної розв’я-
зностi вiдповiдних квазiлiнiйних крайових задач.

У доведеннях використовувалася методика та результати з праць [2–5].

[1] Турчина Н.I., Iвасишен С.Д. Про модельну крайову задачу з векторною
вагою // Буковинський мат. журн. – 2017. – 5, №3-4. – C. 163-167.

[2] Ивасишен С.Д. Линейные параболические граничные задачи. – Киев:
Выща школа, 1987. – 72 с. – (Современные достижения математики и ее
приложений).

[3] Ивасишен С.Д., Эйдельман С.Д. ~2b-параболические системы // Тр. семи-
нара по функц. анализу.–Киев: Ин-т математики АН УССР, 1968. – Вып.
1. – С. 3-175, 271-273.

[4] Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in the theory
of differential and pseudo-differential equations of parabolic type // Operator
Theory: Advances and Applications. – 2004. – 152. – 390 p.

[5] Iвасишен С.Д., Iвасюк Г.П. Коректна розв’язнiсть параболiчних початко-
вих задач Солонникова-Ейдельмана // Укр. мат. журн. – 2009. – 61, №5. –
С. 650-671.
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Про симетрiйну редукцiю деяких диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

Федорчук В.М.
Iнститут математики, Педагогiчний Унiверситет iм. КНО

Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Федорчук В.I.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

З часiв Ньютона диференцiальнi рiвняння є одним з основних iнструмен-
тiв для побудови математичних моделей процесiв, якi вiдбуваються в навко-
лишньому свiтi. У багатьох випадках диференцiальнi рiвняння цих моделей
мають нетривiальну симетрiю. Для дослiдження цих рiвнянь можна, зокрема,
використовувати класичний метод С. Лi. Використання цього пiдходу, зокре-
ма, дає можливiсть проводити симетрiйну редукцiю та будувати класи iнварi-
антних розв’язкiв рiвнянь, що дослiджуються (див., наприклад [1, 2]).

Для класифiкацiї симетрiйних редукцiй i iнварiантних розв’язкiв вище-
згаданих диференцiальних рiвнянь ми запропонували використовувати стру-
ктурнi властивостi низькорозмiрних неспряжених пiдалгебр того самого рангу
алгебр Лi груп симетрiї рiвнянь, що дослiджуються [3].

В доповiдi, зокрема, мова йтиме про класифiкацiю симетрiйних редукцiй
для рiвняння ейконала в просторi M(1, 3) × R(u) з використанням класифi-
кацiї тривимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 4).
Тут: M(1, 3) — чотиривимiрний простiр Мiнковського, R(u) — числова вiсь
залежної змiнної u. Деталi з цьго приводу можна знайти в [4, 5].

[1] Lie S. Zur allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen beli-
ebiger Ordnung. Leipz. Berichte, I. 53. (Reprinted in Lie S., Gesammelte
Abhandlungen, 4, Paper IX.), 1895.

[2] Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. – М.:
Наука, 1978.

[3] Fedorchuk V., Fedorchuk V. On classification of symmetry reductions for
partial differential equations, Некласичнi задачi теорiї диференцiальних рiв-
нянь. Збiрник наукових праць, присвячений 80-рiччю Богдана Йосиповича
Пташника (пiд заг. ред. Кушнiра Р.М., Пелиха В.О.), 241–255, IППММ
iм. Я.С. Пiдстригача НАН України. Львiв, 2017.
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Eikonal Equation. – Lviv: Pidstryhach IAPMM of NAS of Ukraine, 2018.
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Про симетрiйну редукцiю та iнварiантнi
розв’язки рiвняння ейконала

Федорчук В.I.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Симетрiйна редукцiя є одним з найбiльш ефективних методiв дослiдження
диференцiальних рiвнянь з нетривiальними групами симетрiї. Для проведення
симетрiйної редукцiї таких рiвнянь можна, зокрема, використовувати класи-
чний метод С. Лi (див., наприклад [1, 2, 3]).

В [4] запропоновано для класифiкацiї симетрiйних редукцiй диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними використовувати структурнi властивостi
низькорозмiрних неспряжених пiдалгебр алгебр Лi груп симетрiї цих рiвнянь.

В працях [4, 5, 6], зокрема, проведено класифiкацiю симетрiйних редукцiй
для рiвняння ейконала в просторi M(1, 3)×R(u) з використанням класифiкацiї
низькорозмiрних (dimL ≤ 3) неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи Пуан-
каре P (1, 4). Тут i надалi: M(1, 3) — чотиривимiрний простiр Мiнковського,
R(u) — числова вiсь залежної змiнної u.

В моїй доповiдi, зокрема, мова йтиме про класифiкацiю симетрiйних реду-
кцiй для рiвняння ейконала в просторi M(1, 3)×R(u) з використанням класи-
фiкацiї одно- i двовимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи Пуанкаре
P (1, 4).

[1] Lie S. Zur allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen beli-
ebiger Ordnung. Leipz. Berichte, I. 53. (Reprinted in Lie S., Gesammelte
Abhandlungen, 4, Paper IX.), 1895.
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Наука, 1978.

[3] Олвер П. Приложения групп Ли к дифференциальным уравнениям. – М.:
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нянь. Збiрник наукових праць, присвячений 80-рiччю Богдана Йосиповича
Пташника (пiд заг. ред. Кушнiра Р.М., Пелиха В.О.), 241–255, IППММ
iм. Я.С. Пiдстригача НАН України. Львiв, 2017.
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Диференцiювання в просторi
симетричних полiномiв на ℓ1

Загороднюк А.В.
Прикарпатський нацiональний унiверситет

iменi Василя Стефанника

Фуштей В.I.
Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

Нехай Ps(ℓ1) — простiр симетричних полiномiв на комплексному банахо-
вому просторi абсолютно збiжних послiдовностей ℓ1. Вiдомо, що полiноми ви-
гляду

Gn(x) =
∑

i1<...<in

xi1 . . . xin

утворюють алгебраїчний базис симетричних полiномiв в Ps(ℓ1) i ‖Gn‖ = 1
n!

(див. детальнiше [1], [2]).
Нехай Pn = n!Gn. Визначено оператор диференцiювання на полiномах Pn

за формулою
dPn(x) = nPn−1(x),

де P0 = 1, n = 0, 1, 2, . . . , i продовжено його за лiнiйнiстю та правилом Лейбнi-
ца (d(PQ) = dPQ+ PdQ) на весь простiр Ps(ℓ1).

Теорема 1.

dPn(x) = lim
m→∞

1

m

m∑

k=1

∂d

∂xk
Pn(x)

Теорема 2. Оператор d є неперервним оператором з Ps(ℓ1) в себе в то-
пологiї злiченно-нормованого простору, визначеної системою норм:

‖P‖r = sup‖x‖≤r ‖P (x)‖, P ∈ Ps(ℓ1), r ∈ Q.

[1] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, Some algebras of symmetric
analytic functions and their spectra. Proc. Edinburgh Math. Soc. 55 (2012),
125–142.

[2] I. Chernega, P. Galindo, and A. Zagorodnyuk, The convolution operation on
the spectra of algebras of symmetric analytic functions, J. Math. Anal. Appl.
395 (2012) 569В—577.

e-mail: f.v.1214.for.friends@dmail.com, azagorodn@gmail.com
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Нелокальна задача для одного класу
еволюцiйних рiвнянь

Широковських А.О.
Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

Нелокальнi крайовi задачi для диференцiально-операторних рiвнянь та
рiвнянь з частинними похiдними виникають при побудовi загальної теорiї
крайових задач, описуваннi всiх коректних задач для конкретного оператора,
математичному моделюваннi рiзноманiтних природничих процесiв [1]. Вико-
ристовуючи рiзнi пiдходи та методи розв’язання, такими задачами у рiзних
аспектах займалися багато математикiв, зокрема, О.О. Дезiн, В.К. Роман-
ко, С.Г. Крейн, В.М. Борок, Б.Й. Пташник, М.I. Матiйчук, В.I. Чесалiн та
iн. Одержанi важливi результати щодо постановки, коректної розв’язностi та
побудови розв’язкiв, дослiдженi питання залежностi характеру розв’язностi
задач вiд поведiнки символiв операцiй, сформульованi умови регулярностi
та нерегулярностi крайових умов для важливих випадкiв диференцiально-
операторних рiвнянь.

У данiй роботi встановлена коректна розв’язнiсть нелокальної багатоточко-
вої за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь з операторами Бесселя дробово-
го диференцiювання та їх узагальненнями iз граничною функцiєю з простору
узагальнених функцiй типу ультрарозподiлiв, знайдено зображення розв’язку
у виглядi згортки фундаментально розв’язку з граничною функцiєю, доведена
властивiсть локалiзацiї розв’язку багатоточкової задачi.

Нехай ω ∈ (1,+∞)\{2, 4, 6, ...}, µ ∈ (−∞, 0] — фiксованi параметри. Сим-
волом Pµω позначимо сукупнiсть нескiнченно диференцiйовних функцiй a на
R, якi допускають аналiтичне продовження у певну область комплексної пло-
щини. З теореми типу Фрагмена–Лiндельофа [2, c. 264] випливає, що e−a є
елементом простору S1−µ/ω

1/ω
, який вiдноситься до просторiв типу S (просторiв

Sβα, α > 0, β > 0), введених I.М. Гельфандом та Г.Є. Шиловим в [2].
Iз властивостей функцiї a випливає, що ця функцiя є мультиплiкатором у

просторi S1−µ/ω

1/ω
, в якому визначений, є лiнiйним i неперервним, оператор A,

побудований за цiєю ж функцiєю як за символом за правилом: ∀ϕ ∈ S
1/ω
1−µ/ω :

Aϕ = F−1[aF [ϕ]], де F i F−1 — пряме та обернене перетворення Фур’є.
Для еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ Au(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R ≡ Ω, (1)

де A — псевдодиференцiальний оператор, розглянемо нелокальну багатото-

чкову (m-точкову) за часом задачу: знайти розв’язок u ∈ C1
(
(0, T ], S

1/ω

1−µ/ω

)

рiвняння (1), який задовольняє умову:

µ0u(t, ·) |t=0 −µ1u(t, ·) |t=t1 −...− µmu(t, ·) |t=tm= f, f ∈
(
S

1/ω
1−µ/ω , ∗

)′
, (2)
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де m ∈ N, {µ0, µ1, ..., µm} ⊂ (0,∞), {t1, ..., tm} ⊂ (0, T ] — фiксованi числа,

µ0 > m
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < ... < tm ≤ T .

Тут символом
(
S

1/ω
1−µ/ω, ∗

)′

позначено клас узагальнених функцiй з просто-

ру лiнiйних неперервних функцiоналiв зi слабкою збiжнiстю, якi є згортува-
чами в просторi S1/ω

1−µ/ω. Пiд розв’язком задачi (1), (2) розумiємо функцiю u,
яка задовольняє умову (2) в слабкому сенсi. Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Задача (1), (2) коректно розв’язна. Розв’язок зображається
у виглядi згортки: u(t, x) = f ∗ Γ(t, x), (t, x) ∈ Ω, де Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

. Функцiю Γ називатиме-

мо фундаментальним розв’язком m-точкової задачi для рiвняння (1).

Оскiльки узагальнена функцiя f — згортувач у просторi S1/ω
1−µ/ω, а фун-

кцiя Γ(t, ·) — фундаментальний розв’язок для рiвняння (1), є неперервною аб-
страктною функцiєю параметра t ∈ (0, T ] iз значеннями в просторi S1/ω

1−µ/ω
,

то граничнi спiввiдношення u(t, ·) = f ∗ Γ(t, ·) −→
t→tk

f ∗ Γ(tk, ·) = u(tk, ·),

tk ∈ (0, T ], k ∈ {1, ..., m}, справджуються в просторi S1/ω

1−µ/ω
. Звiдси дiстаємо,

що u(t, ·) → u(tk, ·) при t → tk, k ∈ {1, ..., m}, рiвномiрно на довiльному вiд-
рiзку [a, b] ⊂ R. Вказану збiжнiсть в (2) погiршує перший доданок, оскiльки
для функцiї Γ(t, ·) точка t = 0 є особливою. Однак, якщо граничну функцiю

f брати з класу
(
Sβ1−µ/ω

)′
⊂
(
S

1/ω
1−µ/ω

)′
при β > 1, яка мiстить фiнiтнi фун-

кцiї, то можна отримати локальне покращення збiжностi згортки f ∗Γ(t, ·) при
t→ +0. В цьому випадку коректним є поняття збiжностi узагальненої функцiї
f з гладкою функцiєю на деякiй вiдкритiй множинi Q ⊂ R.

Теорема 2. (властивiсть локалiзацiї) Нехай f ∈
(
Sβ
1−µ/ω

)′
, де

β ≥ 1 + (1− µ)/ω, u(t, x) — розв’язок задачi (1), (2) з граничною функцiєю
f . Якщо узагальнена функцiя f збiгається на iнтервалi (a, b) ⊂ R з функцi-

єю g, яка є мультиплiкатором у просторi Sβ1−µ/ω , β ≥ 1 + (1 − µ)/ω, то на

довiльному промiжку [c, d] ⊂ (a, b) граничне спiввiдношення

µ0 lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− ...− µm lim
t→tm

u(t, x) = g(x)

справджується рiвномiрно вiдносно x.

[1] Дезин А.А. Операторы с первой производной по "времени" и нелокальные
граничные условия // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1967. – Т. 31, №1. –
С. 61-86.

[2] Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. – М.: Физматгиз, 1958. – 307 с.

e-mail: a.shyrokovskykh@gmail.com
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Bounded l-index and infinite products of infinite genus

Bandura A.I.

Ivano-Frankivsk National Technical University of Oil and Gas

Let l : C → R+ be a fixed positive continuous function, where R+ = (0,+∞).
An entire function f is said to be of bounded l−index [1] if there exists an

integer m, independent of z, such that for all p and all z ∈ C |f(p)(z)|
lp(z)p!

≤
max{ |f(s)(z)|

ls(z)s!
: 0 ≤ s ≤ m}. The least such integer m is called the l-index of

f and is denoted by N(f ; l). If l(z) ≡ 1 then the function f is of bounded in-
dex [2]. Let Q be a class of positive continuous functions l on [0,+∞) such that

λ(r) = sup
{
l(t1)
l(t2)

: |t1 − t2| < r
min{l(t1),l(t2)}

}
is finite for all r ≥ 0.

Let us consider infinite products of infinite genus, i.e.

π(z) =

∞∏

n=1

(
1−

(
z

cn

)mn)
, (1)

where mn ∈ N, mn → +∞, cn → ∞, cn ∈ C and for every p ∈ N
∞∑
n=1

1
|cn|p

= ∞.

Obviously, the function π(z) is entire and has not non-complete regular growth.
Main result. Let us denote Gr(f) =

⋃
n{z : |z − cn| < r

l(|cn|)
} and

n(r, z, 1/f) =
∑

|ck−z|<r
1 be a counting zero function, where (ck)k∈N is a zero

sequence of the function f, z is a fixed point.

Theorem 1. Let l ∈ Q be an non-decreasing function and a positive sequence
(cn) of infinite genus satisfy the following conditions:

1) for some q0 > 0 and all n ≥ 1 cn+1 − cn >
2q0
l(cn)

and l(cn+1) = O(l(cn)),
n→ ∞;

2) cn/mn > q1/l(cn) for all n ≥ 1 and some q1 > 0;

3)
∑n−1
k=1

mk(cn+ck)
mk−1

(cn+ck)
mk−(2ck)

mk
= O(l(cn)) as n→ ∞;

4)
∑∞
k=n+2

mk(cn+ck)
mk−1

(2ck)
mk−(cn+ck)

mk
= O(l(cn)) as n→ ∞;

5)
∑n−1
k=1

mkc
mk−1
n

c
mk
n −c

mk
k

= O(l(cn)) as n→ ∞;

6)
∑∞
k=n+2

mkc
mk−1

n+1

c
mk
k

−c
mk
n+1

= O(l(cn)) as n→ ∞.

Then function (1) has bounded l-index.

[1] A.D. Kuzyk, M.M. Sheremeta, Entire functions of bounded l-distribution of
values. Math. Notes. 39 (1986), no. 1, 3–8,

[2] B. Lepson, Differential equations of infinite order, hyperdirichlet series and
entire functions of bounded index, Proc. Sympos. Pure Math., V. 2., Amer.
Math. Soc.: Providence, Rhode Island, 1968, 298–307.
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Interconnection between the Wick calculus and the
stochastic integration in the Lévy white noise analysis

Frei M.M.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

Kachanovsky N.A.

Institute of Mathematics, NASU

Due to development of physics and mathematics there is a need to develop a
theory of test and generalized functions of infinitely many variables. One of the
most successful approaches to building of such a theory consists in construction of
spaces of the just now mentioned functions in such a way that the natural pairing
between test and generalized functions is generated by integration with respect
to some probability measure on a dual nuclear space. First it was the standard
Gaussian measure, then it were realized numerous generalizations. In particular,
important results can be obtained if one uses the Lévy white noise measure [1],
the corresponding theory is called the Lévy white noise analysis.

An important role in the Gaussian analysis belongs to a chaotic representa-
tion property (CRP): roughly speaking, any square integrable with respect to the
Gaussian measure random variable can be decomposed in a series of Itô’s stochas-
tic integrals from nonrandom functions. In the Lévy analysis there is no the CRP,
but there are different generalizations of this property. Using these generalizations,
one can construct different spaces of test and generalized functions. And in any
case it is necessary to introduce a natural product (a Wick product) on spaces of
generalized functions, and to study related topics.

We deal with Lytvynov’s generalization of the CRP [3] and with the corre-
sponding spaces of regular generalized functions. Our goal is to consider an in-
terconnection between the Wick calculus [2] and the stochastic integration [4] on
these spaces. More exactly, we consider the Wick multiplication under the sign
of the stochastic integral, and construct a formal representation of the extended
stochastic integral via the Pettis integral, using the Wick product. As examples we
consider some stochastic equations with Wick type nonlinearities.

[1] Di Nunno G., Oksendal B., Proske F., White noise analysis for Lévy pro-
cesses // J. Funct. Anal. – 2004. – V. 206, No. 1. – P. 109-148.

[2] Frei M.M., Wick calculus on spaces of regular generalized functions of Lévy
white noise analysis // Carpathian Mathematical Publications. – 2018. – V. 10,
No. 1. – P. 82-104.

[3] Lytvynov E.W. Orthogonal decompositions for Lévy processes with an appli-
cation to the gamma, Pascal, and Meixner processes // Infinite Dimensional
Analysis, QPRT. – 2003. – V. 6, No. 1. – P. 73-102.

[4] Kachanovsky N.A., Extended stochastic integrals with respect to a Lévy pro-
cess on spaces of generalized functions // Mathematical Bulletin of Taras
Shevchenko Scientific Society. – 2013. – V. 10. – P. 169-188.

e-mail: mashadyriv@ukr.net
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Approaches to derivation of kinetic equations
with hard sphere collisions

Gerasimenko V.I.

Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine

In the talk a new approach to the description of the kinetic evolution of hard
spheres is considered. The relations of the hierarchy of evolution equations for
marginal observables and the nonlinear kinetic equations for states described in
terms of a one-particle marginal distribution function are established [1].

The Boltzmann–Grad asymptotic behavior of a nonperturbative solution of the
Cauchy problem of the dual BBGKY hierarchy for systems with hard sphere col-
lisions is considered. In case of initial states specified by means of a one-particle
distribution function the links between the Boltzmann–Grad asymptotic behav-
ior of marginal observables and a solution of the Boltzmann kinetic equation is
established [2].

One of the advantages of the stated approach to the derivation of kinetic equa-
tions from underlying hard sphere dynamics consists in an opportunity to construct
the Boltzmann-like kinetic equation with initial correlations and it gives to describe
the process of the propagation of initial correlations in the Boltzmann–Grad scaling
limit.

Moreover, using suggested approach, we derive the non-Markovian Enskog ki-
netic equation with initial correlations and construct the marginal functionals of
states, describing the creation of all possible correlations of particles with hard
sphere collisions in terms of a one-particle distribution function governed by the
Enskog equation. The Boltzmann–Grad asymptotic behavior of a non-perturbative
solution of the derived Enskog equation and the marginal functionals of states are
also established [3].

The obtained results we also extend on systems of hard spheres with inelastic
collisions [4].

[1] Gerasimenko V.I., Gapyak I.V. Low-density asymptotic behavior of observables
of hard sphere fluids // Advances in Math. Phys. – 2018. – V. 2018, Article ID
6252919.

[2] Gerasimenko V.I. On the approaches to the derivation of the Boltzmann equa-
tion with hard sphere collisions // Proc. Inst. Math. NAS of Ukraine. – 2013. –
V. 10, No. 2. – P. 71–95.

[3] Gerasimenko V.I., Gapyak I.V. Hard sphere dynamics and the Enskog equa-
tion // Kinet. Relat. Models. – 2012. – V. 5, No. 3. – P. 459–484.

[4] Borovchenkova M.S., Gerasimenko V.I. On the non-Markovian Enskog equa-
tion for granular gases // J. Phys. A: Math. Theor. – 2014. – V. 47, No. 3. –
P. 035001.
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On multinomial identities
for Pell and Pell–Lucas polynomials

Goy T.P., Zatorsky R.A.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

Extending the classical Fibonacci and Lucas numbers, Horadam and Mahon
[4] introduced Pell and Pell–Lucas polynomials. They are defined respectively by
the recurrence relation: for n ≥ 2,

Pn(x) = 2xPn−1(x) + Pn−2(x), Qn(x) = 2xQn−1(x) +Qn−2(x)

with different initial conditions P0(x) = 0, P1(x) = 2, and Q0(x) = 2, Q1(x) = 2x.
We investigate some families of Toeplitz–Hessenberg determinants the entries

of which are Pell and Pell–Lucas polynomials. This leads us to discover some
identities for these polynomials. Our approach is similar in spirit to [1–3].

Denote |s| = s1 + · · ·+ sn, σn = s1 + 2s2 + · · ·+ nsn, and mn(s) =
|s|!

s1!···sn!
is

the multinomial coefficient.

Proposition. Let n ≥ 1, except when noted otherwise. Then
∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
0 (x)P s21 (x) · · ·P snn−1(x) = −(2x)n−2, n ≥ 2, (1)

∑

σn=n

mn(s)P
s1
0 (x)P s21 (x) · · ·P snn−1(x) =

(
x+

√
x2 + 2

)n−1 −
(
x−

√
x2 + 2

)n−1

2
√
x2 + 2

,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
0 (x)P s21 (x) · · ·P snn−1(x) =

=

(
2x− 1−

√
4x2 − 4x+ 5

)n −
(
2x− 1 +

√
4x2 − 4x+ 5

)n

2n ·
√
4x2 − 4x+ 5

,

∑

σn=n

mn(s)P
s1
0 (x)P s21 (x) · · ·P snn−1(x) =

=

(
1 + 2x+

√
4x2 + 4x+ 5

)n −
(
1 + 2x−

√
4x2 + 4x+ 5

)n

2n ·
√
4x2 + 4x+ 5

,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
2 (x)P s23 (x) · · ·P snn+1(x) = 0, n ≥ 3, (2)

∑

σn=n

mn(s)P
s1
2 (x)P s23 (x) · · ·P snn+1(x) =

=

(
2x+

√
4x2 + 2

)n+1 −
(
2x−

√
4x2 + 2

)n+1

4
√
4x2 + 2

,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
1 (x)P s23 (x) · · ·P sn2n−1(x) = −4x2(4x2 + 1)n−2, n ≥ 2,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
3 (x)P s25 (x) · · ·P sn2n+1(x) = −4x2, (3)

where the summation is over integers si ≥ 0 satisfying σn = n.
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We establish similar formulas for Pell–Lucas polynomials.
Important special numerical cases are: Pn(1) = Pn the nth Pell number;

Qn(1) = Qn the nth Pell–Lucas number; Pn(1/2) = Fn the nth Fibonacci number

and Qn(1/2) = Ln the nth Lucas number. Furthermore, Pn(x/2) = Fn(x), the n
th

Fibonacci polynomial, and Qn(x/2) = Ln(x), the n
th Lucas polynomial [5]. Also,

there is a relationship between Pell and Pell–Lucas polynomials with Chebyshev
polynomials of the first kind Tn(x) and of the second kind Un(x) as follows

Pn(x) = (−i)n−1Un−1(ix), n ≥ 1, Qn(x) = 2(−1)nTn(ix), n ≥ 0.

For example, from formulas (1)–(3) we obtain the following identities:
∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
0 P s21 · · ·P snn−1 = −2n−2, n ≥ 2,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)F
s1
0 F s21 · · ·F snn−1 = −1 n ≥ 2,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)F
s1
0 (x)F s21 (x) · · ·F snn−1(x) = −xn−2, n ≥ 2,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
2 P s23 · · ·P snn+1 = 0, n ≥ 3,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)F
s1
2 F s23 · · ·F snn+1 = 0, n ≥ 3,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)F
s1
2 (x)F s23 (x) · · ·F snn+1(x) = 0, n ≥ 3,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)U
s1
1 (x)Us22 (x) · · ·Usnn (x) = 0, n ≥ 3,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)P
s1
3 P s25 · · ·P sn2n+1 = −4, n ≥ 2,

∑

σn=n

(−1)|s|mn(s)F
s1
3 (x)F s25 (x) · · ·F sn2n+1(x) = −1, n ≥ 2.

[1] Goy T. On new identities for Mersenne numbers // Appl. Math. E-Notes. –
2018. – V. 18. – P. 100-105.

[2] Goy T. On Pell identities with multinomial coefficients // Int. Conf. “Num-
bers, Forms and Geometry”: Abstracts. – Khabarovsk: Institute of Applied
Mathematics, 2017. – P. 23-24.

[3] Goy T. Some families of identities for Padovan numbers // Proc. Jangjeon
Math. Soc. – 2018. – V. 18, No. 3. – P. 413-419.

[4] Horadam A.F., Bro. Mahon J.M. Pell and Pell–Lucas polynomials // Fibonacci
Quart. – 1985. – V. 23, No. 1. – P. 7-20.

[5] Koshy T. Pell and Pell-Lucas Numbers with Applications. – New York:
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The Lie–algebraic structure of the Lax–Sato integrable
Husain, Plebański type and general Monge

heavenly equations

Hentosh O.Ye.

Pidstryhach IAPMM, NAS of Ukraine

Prykarpatsky Ya.A.

Institute of Mathematics, NAS of Ukraine

The general Lie–algebraic approach to constructing the Lax–Sato integrable
dispersionless multi–dimensional heavenly systems has been developed in [1]. It
is based on the Adler–Kostant–Symes theory and R–operator structures related

with the loop Lie algebra G̃ := d̃iff(Tn) of vector fields on the n-dimensional
torus Tn and adjacent holomorphic in the ”spectral” parameter λ ∈ S1

± ⊂ C Lie
algebra diffhol(C×Tn) ⊂ diff(C×Tn) of vector fields on C×Tn. Owing to this
approach, the Lax-Sato integrable heavenly systems arise as a compatible condition
for two commuting Hamiltonian flows on the dual spaces to the Lie algebras G̃ and
diffhol(C × Tn) and their conservation laws are generated by the corresponding
sets of Casimir invariants. In our report the Lie-algebraic interpretation of the Lax–
Sato integrability of such known multi-dimensional heavenly equations as Husain,
first and modified Plebański and general Monge ones by use of the loop Lie algebra

d̃iff(Tn), where n > 1, is proposed.

Husain heavenly equation. If the seed element l̃ ∈ G̃∗ is chosen in the form

l̃ := (λ− i)−1d(uy + iut) + (λ+ i)−1d(uy − iut) = 2(λ2 + 1)−1(λduy − dut),

where l̃ :=< l, dx >, u ∈ C2(T2 × R2;R), x := (x1, x2)
⊤ ∈ T2, λ ∈ C \ {−i; i},

i2 = −1 and ”d” designates a full differential, the loop Lie algebra G̃, where n =
2, admits two independent Casimir functionals γ(1) and γ(2) ∈ Ĩ(G̃∗), with the
following gradient asymptotic expansions:

∇γ(1)(l) ≃ (−(uyx2 + iutx2), uyx1 + iutx1)
⊤/2 +O(µ), µ := λ− i, |µ| → 0,

∇γ(2)(l) ≃ (−(uyx2 − iutx2), uyx1 − iutx1)
⊤/2 +O(ξ), ξ := λ+ i, |ξ| → 0.

There is shown that the commutability condition

[X(y), X(t)] = 0 (1)

of the vector fields

X(y) := ∂/∂y +∇h(y)
− (l̃), X(t) = ∂/∂t+∇h(t)

− (l̃), (2)

where

∇h(y)
− (l̃) := (µ−1∇γ(1)(l̃) + ξ−1∇γ(2)(l̃))|− =

=
utx2 − λuyx2

λ2 + 1

∂

∂x1
+
λuyx1 − utx1

λ2 + 1

∂

∂x2
,

∇h(t)
− (l̃) := (−µ−1i∇γ(1)(l̃) + ξ−1i∇γ(2)(l̃))|− =

= −uyx2 + λutx2
λ2 + 1

∂

∂x1
+

uyx1 + λutx1
λ2 + 1

∂

∂x2
, (3)
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leads to the Husain heavenly equation

uyy + utt + uyx1utx2 − uyx2utx1 = 0.

Its Lax-Sato representation is given by the first order partial differential equations

X(y)Ψ = 0, X(t)Ψ = 0, (4)

where Ψ ∈ C∞(T2×R2;R) and the operators ∇h(y)
− (l̃), ∇h(t)

− (l̃) have the forms (3).
The relation of the Lax–Sato integrable first and modified Plebański heavenly

equations to the loop Lie algebra G̃, where n = 2, is investigated in a similar way.
General Monge heavenly equation. If the seed element l̃ ∈ G̃∗ is chosen in

the form
l̃ := 2λ−1duy + dx1 + dx2,

where l̃ :=< l, dx >, u ∈ C2(T4 × R2;R), x := (x1, x2, x3, x4)
⊤ ∈ T4, λ ∈ C \ {0},

the loop Lie algebra G̃, where n = 4, admits four independent Casimir functionals
γ(1), γ(2), γ(3) and γ(4) ∈ Ĩ(G̃∗), whose gradients have the following asymptotic
expansions:

∇γ(1)(l) ≃ (0, 1, 0, 0)⊤ +O(λ2),

∇γ(2)(l) ≃ (1, 0, 0, 0)⊤ +O(λ2),

∇γ(1)(l) ≃ (0, 0,−uyx4 , uyx3)⊤ +O(λ2),

∇γ(2)(l) ≃ (0, 0,−utx4 , utx3)⊤ + (0, 2(uyx3utx4 − uyx4utx3),

2(uyx4utx2 − uyx2utx4), 2(uyx2utx3 − uyx3utx2))
⊤λ+O(λ2), |λ| → 0.

In the case, when

∇h(y)
− (l̃) := (λ−1(∇γ(1)(l̃) +∇γ(3)(l̃)))|− =

=
1

λ

∂

∂x2
− uyx4

λ

∂

∂x3
+
uyx3
λ

∂

∂x4
,

∇h(t)
− (l̃) := (λ−1(−∇γ(2)(l̃) +∇γ(4)(l̃)))|− =

= − 1

λ

∂

∂x1
− utx4

λ

∂

∂x3
+
utx3
λ

∂

∂x4
, (5)

the commutability condition (1) of the vector fields (2) leads to the general Monge
heavenly equation

uyx1 + utx2 + uyx3utx4 − uyx4utx3 = 0

with the Lax-Sato representation (4), where Ψ ∈ C∞(T4×R2;R) and the operators

∇h(y)
− (l̃), ∇h(t)

− (l̃) have the forms (5).

[1] O.E. Hentosh, Ya.A. Prykarpatsky, D. Blackmore, A.K. Prykarpatski. Lie-
algebraic structure of Lax–Sato integrable heavenly equations and the
Lagrange–d’Alembert principle // Journal of Geometry and Physics. – 2017. –
V. 120. – P. 208-227.
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Nonlocal problem with integral conditions
for system of evolution equations of first order

Kuduk G.

Faculty of Mathematics and Natural Sciences University of Rzeszow,

Graduate of University of Rzeszow

Let A be a linear operator acting in the Banach space B and, for this operator
arbitrary, powers An, be also defined in B, A : B → B. Denote be x(λ) the
eigenvector of the operator A, which corresponds to its eigenvalue λ ∈ C ⊆ Λ.

We consider the problem for system of equations

dUi
dt

+

n∑

j=1

aij(A)Uj(t) = 0, t ∈ (0, T ), (1)

satisfies conditions

Pi(A)Ui


t=0

+Qi(A)Ui


t=T

+

T∫

0

tkUi(t)dt = ϕi,k, i = 1, ..., n, k = 0, 1, (2)

where ϕi ∈ B, T > 0, Ui(t) : (0, T ) → B for i = 1, ..., n are an unknown
vector-functions, aij(A) are abstract operators, white entire symbols aij(λ), λ ∈ C,
Pi(A),Qi(A) are arbitrary polynomials of A.

Let be η(λ) =
T∫
0

W (n−1)(t, λ)dt is a certain function, W (t, λ) is a solution of

the equation

L

(
d

dt
, λ

)
W (t, λ) = 0

satisfies conditions

W (n−1)(t, λ)


t=0

= 1, W (n−2)(t, λ)


t=0

= 0 , ..., W (t, λ)


t=0

= 0.

Denote be
P = {λ ∈ C : η(λ) = 0}. (3)

We shall say that vector ϕ from B belongs L ⊆ B, if on Λ ⊆ C there exist
depending on ϕ linear operator Rϕ(λ) : B → B, λ ∈ Λ, and measure µϕ(λ) such
that

ϕ =

∫

Λ

Rϕ(λ)x(λ)dµϕ(λ)

Let in the conditions (2) the vectors ϕi, belong to L i.e. ϕi, can be represented
in the form ϕi =

∫
Λ

Rϕi(λ)x(λ)dµϕi(λ), i = {1, 2} where λ ∈ Λ \ P , where P is set

(3). Then the formula

Ui(t) =

n−2∑

m=0

∫

Λ

Rϕim (λ)

{
1

η(λ)
W (n−1−m)(t, λ)x(λ)

}
dµϕim (λ),

defines solution of the problem (1), (2).
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Be means of the differential symbol method [1], we construct a solution of
problem (1), (2). This result continues the research of work [1, 3, 4, 5].

[1] Kalenyuk P.I., Nytrebych Z.M. Generalized Scheme of Separation of Variables.
Differential-Symbol Method. Publishing House of Lviv Polytechnic National
University, 2002.

[2] Kalenyuk P.I., Nytrebych Z.M., Kohut I.V., Kuduk G. Problem for nonhomo-
geneous second order evolution equation with homogeneous integral conditions
// Math. Methods and Phys. – Mech. Polia. – 2015. – V. 58, No. 1. – P. 7-19.

[3] Kalenyuk P.I., Kuduk G., Kohut I.V., and Nytrebych Z.M. Problem with in-
tegral conditiond for differential-operator equation. // J. Math. Sci. – 2015. –
V. 3, No. 208. – P. 267-276.

[4] Kalenyuk P.I., Kohut I.V., Kuduk G., Nytrebych Z.M. Problem with nonlocal
condition for differential-operator equation // International Conference: Mod-
ern Problems of Mechanics and Mathematics. National Academy of Sciences of
Ukraine. Pidstryhach Instytute for Applied Problems of Mechanics and Math-
ematics. May 21–25, 2013, L’viv, Ukraine. Abstracts. – 2013. – Vol. 1, No. 3. –
P. 56-58.

[5] Kuduk G. Problem with homogeneous integral conditions for nonhomogeneous
system of partial differential equations // International Conference: Modern
Problems of Mechanics and Mathematics. National Academy of Sciences of
Ukraine. Pidstryhach Instytute for Applied Problems of Mechanics and Math-
ematics. May 22–25, 2018, L’viv, Ukraine. Abstracts. – 2018. – Vol. 3, No. 1. –
P. 189-190.
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Determinantal representations of
(skew-)η-Hermitian solutions to the quaternion

generalized Sylvester-type matrix equation

Kyrchei I.I.

Pidstrygach Institute for Applied Problems

of Mechanics and Mathematics

Through, Hm×n and Hm×n
r stand for the set of all m × n matrices and its

subset of matrices with a rank r, respectively, over the quaternion skew field H =
{a0 + a1i + a2j + a3k | i2 = j2 = k2 = −1, a0, a1, a2, a3 ∈ R}, where R is the real
number field.

Definition 1. The Moore-Penrose inverse of A ∈ Hm×n, denoted by A†, is
defined to be the unique solution X to the following four matrix equations

(1) AXA = A, (2) XAX = X, (3) (AX)∗ = AX, (4) (XA)∗ = XA.

Furthermore, LA = I−A†A and RA = I−AA† are projectors induced by A.

Definition 2. A matrix A ∈ Hn×n is known to be η-Hermitian and skew-η-
Hermitian if A = Aη∗ = −ηA∗η and A = −Aη∗ = ηA∗η, respectively, where
η ∈ {i, j, k}.

Consider the quaternion generalized Sylvester-type matrix equation

AXA
η∗ +BYB

η∗ = C. (1)

Expressions of the general η-Hermitian solutions to Eq. (1) has been derived by
terms of Moore-Penrose inverses [1] as follows.

X = A
†
C(A†)η∗ − 1

2

[
A

†
BM

†
C
(
A

†
)η∗

+A
†
C
(
A

†
BM

†
)η∗]

− 1

2

[
A

†
BM

†
C
(
A

†
SB

†
)η∗

+A
†
SB

†
C
(
A

†
BM

†
)η∗]

−A
†
SW2

(
A

†
S
)η∗

+ LAU+ (LAU)η∗ , (2)

Y =
1

2

[
M

†
C
(
B

†
)η∗

+B
†
C
(
M

†
)η∗]

+
1

2

[
M

†
C
(
B

†
)η∗

P
η
S +PSB

†
C
(
M

†
)η∗]

+ LMW2L
η
M +VL

η
B + LBV

η∗ + LMLSW1 +W
η∗
1 L

η
SL

η
M , (3)

where M =: RAB, S =: BLM , and W1, U, V, W2 = W
η∗
2 are arbitrary matrices

over H with an appropriate sizes.
Using determinantal representations of the Moore-Penrose inverse previously

obtained by the author [2] within the framework of the theory of quaternion
column-row determinants [3], we give explicit determinantal representation for-
mulas (analogs of Cramer’s rule) of η-Hermitian and skew-η-Hermitian partial
solutions by putting W1, U, V, and W2 as zero-matrices with compatible di-
mension.
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Theorem 3. Let A ∈ Hm×n
r1 , B ∈ Hm×k

r2 , rankM = r3, rankS = r4. Then the

partial pair solution (2)-(3) to Eq.(1), X = (xij) ∈ Hn×n, Y = (ypg) ∈ Hk×k, by
the components

xij =x
(1)
ij − 1

2
(x

(2)
ij − ηx

(2)
ji η)−

1

2
(x

(3)
ij − ηx

(3)
ji η),

ypg =
1

2
(y(1)pg − ηy

(1)
gp η) +

1

2
(y(2)pg − ηy

(2)
gp η),

possess the following determinantal representations,

x
(1)
ij =

−η ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj
(
(A∗A)j. (v

η
i.)
)α
α
η

(
∑

β∈Jr,n

|A∗A|ββ

)2
=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i (u.j)

)β
β

(
∑

β∈Jr,n

|A∗A|ββ

)2
,

where

v
η
i. =


−η

∑

β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗

A).i (â.s)
)β
β
η


 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n,

u.j =



−η
∑

α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗
A)j.(â

η
l.))

α

α
η



 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

are the row vector and the column vector, â.s is the sth column of Â = A∗CAη

and â
η
l. is the lth row of Âη = Aη∗CηA.

Similarly, it can been represented for other components...

We use notations from [4, 5].

[1] He Z.H., Wang Q.W. A real quaternion matrix equation with applications //
Linear and Multilinear Algebra. – 2013. – V. 61, No. 6. – P. 725–740.

[2] Kyrchei I.I. Determinantal representations of the Moore-Penrose inverse over
the quaternion skew field and corresponding Cramer’s rules // Linear and Mul-
tilinear Algebra. – 2011. – V. 59, No. 4. – P. 413–431.

[3] Kyrchei I.I. The theory of the column and row determinants in a quaternion
linear algebra // In: A.R. Baswell (Ed.), Advances in Mathematics Research
15. – Nova Science Publ., New York, 2012. – P. 301-359.

[4] Kyrchei I.I. Determinantal representations of solutions to systems of quaternion
matrix equations // Advances in Applied Clifford Algebras. – 2018. – V. 28 –
P. 1-23.

[5] Kyrchei I.I. Cramer’s rules for the system of two-sided matrix equations and of
its special cases // In: Hassan A. Yasser (Ed.), Matrix Theory. – IntechOpen,
2018. – P. 3-20.
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Determination of the initial data of the solution
of the fractional diffusion equation

Lopushanskyj A.O.

Rzeszów University, Poland
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Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine

We use the following: Q = Rn × (0, T ], S(Rn) is the space of infinitely
differentiable functions v in Rn such that xγDαv are bounded in Rn for all
multi-indexes α, γ (the Schwartz space of smooth rapidly decreasing functions),
Sγ,(a)(R

n) (γ > 0, a > 0) is the space of type S(Rn) [1, p. 201]:

Sγ,(a)(R
n) = {v ∈ S(Rn) : |Dαv(x)| ≤ Cα,δ(v)e

−(a−δ)|x|
1
γ

, x ∈ Rn,∀α,∀δ > 0}

= {v ∈ C∞(Rn) : ||v||k,a = sup
|α|≤k,x∈Rn

ea(1−
1
k
)|x|

1
γ |Dαv(x)| < +∞ ∀k ∈ N, k 6= 1},

Sγ,(a)(Q̄)) is the space of functions v ∈ C∞(Q̄) such that ( ∂
∂t
)sv(·, t) ∈ Sγ,(a)(Rn)

for all t ∈ [0, T ], s ∈ Z+ and ( ∂
∂t
)sv(x, T ) = 0, s ∈ Z+,

S′
γ,(a),C(Q̄) = {f ∈ S′

γ,(a)(Q̄) :
(
f(x, ·), ϕ(x)

)
∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ Sγ,(a)(R

n)}.
For β ∈ (0, 1) we study the inverse problem

Dβ
t u−∆u = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, (2)
∫ T

0

(
u(·, t), ϕ(·)

)
dt = (F,ϕ) ∀ϕ ∈ Sγ,(a)(Rn) (3)

of the determination the pair (F1, u) ∈ S′
γ,(a)(R

n)× S′
γ,(a),C(Q̄) where

Dβu(x, t) =
1

Γ(1− β)

t∫

0

(t− τ )−β
∂

∂τ
u(x, τ )dτ

is the Djrbashian-Caputo fractional derivative of u, F, F0 are given Schwartz type
distributions, g is a given continuous function.

Theorem 1. Assume that γ ≥ 1, 0 < aT
β
2γ ≤ (2 − β)

(
ββ

4

) 1
2−β

, F0, F ∈
S ′
γ,(a)(R

n), g ∈ C[0, T ]. Then there exist T0 ∈ (0, T ] and the unique solution

(F1, u) ∈ S ′
γ,(a)(R

n)× S ′
γ,(a),C(R

n × [0, T0]) of the inverse problem (1)–(3).

As a result, we obtain the conditions for the unique solvability of the problem
(1)–(3) in spaces of such distributions.

1. Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Пространства основных и обобщенных фун-
кций. Т. 2. – М.: Гостехиздат, 1958.
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Sufficient conditions for the emergence of solutions of
weakly perturbed boundary value problems for

quasidifferential equations with measures

Mazurenko V.V.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

We study the solvability conditions of a weakly perturbed linear nonhomoge-
neous boundary value problem (BVP) Pε :

Ly(x) = f(x) + εσ(x)y(x), (1)

lky(·) = ηk + εl̃ky(·), k = 1, m. (2)

Here

Ly(x) :=

p∑

i=0

q∑

j=0

(−1)q−j
(
aij(x)y

(p−i)
)(q−j)

is a quasidifferential expression of order n (= p+q), lk and l̃k are linear functionals
defined in the space BV +[a, b] of right-continuous functions of bounded variation
on [a, b], ηk ∈ R, ε > 0 is a small parameter.

The BVP P0 obtained by setting ε = 0 in (1) and (2) is called a generating BVP.
For ordinary differential equations with continuous and Lebesque integrable coeffi-
cients, different special cases of the generating BVP P0 such as Cauchy problems,
two-point BVPs, Cauchy–Nicoletti problems, Vallee–Poussin problems, multi-point
BVPs, BVPs with multi-point conditions of an integral type, BVPs with interface
conditions have been studied by many authors (see [1] and the references therein).

We weaken claims to the coefficients of equation (1) and suppose that the
following conditions hold: (A) a−1

00 is bounded and measurable on [a, b] function;
(B) ai0, a0j are Lebesque integrable square on [a, b] functions (i = 1, p, j = 1, q);
(C) aij (i = 1, p, j = 1, q), σ, and f are measures on [a, b], i. e. aij = b′ij , σ = ω′,

and f = g′, where bij , ω, g ∈ BV +[a, b], so the differentiation and the equality in
(1) are understood in the generalized sense.

First, we consider the generating BVP P0. Let K(x, t) denote the Cauchy func-

tion of the homogeneous quasidifferential equation Ly(x) = 0 and let K
[i]{j}
xt (x, t)

denote a mixed quasiderivative of order i+ j [2]. Let M =
(
lkK

{n−l}
t (·, a)

)l=1,n

k=1,m

be the m×n matrix of a rank r 6 min{m,n} obtained by substituting a fun-

damental system of solutions K
{l−1}
t (x, a), l=1, n, into conditions (2), and let

M+ =
(
mij

)j=1,m

i=1,n
be a Moore–Penrose pseudo-inverse n×m matrix to M [3].

Then PM =En−M+M and PM∗ =Em−MM+ are an n×n matrix and an
m×m matrix that project the spaces Rn and Rm onto the null spaces N(M) =
{u ∈ Rn : Mu = 0} and N(M∗) = {v ∈ Rm : M∗v = 0} respectively. Let us remark
that rankPM = n − r =: ν and rankPM∗ = m − r =: µ. Further, by P νM denote
an n× ν matrix whose columns are ν linearly independent columns of the matrix
PM ; PµM∗ is a µ×m matrix whose rows are µ linearly independent rows of PM∗ ;(
ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕν(x)

)
=
(
K

{n−1}
t (x, a), . . . ,K

{1}
t (x, a),K(x, a)

)
P νM is the full
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system of ν linearly independent solutions of the homogeneous (f =0, ηk =0) BVP
P0. The following theorem gives a solvability criterion of the generating BVP P0.

Theorem. Suppose the conditions (A)—(C) hold. If rankM = r, then the
homogeneous BVP P0 has exactly ν linearly independent solutions in the space
AC[a, b] of absolute continuous functions on [a, b]. The nonhomogeneous BVP P0

is solvable if and only if g ∈ BV +[a, b] and ηk ∈ R (k = 1, m), satisfy the condition

PµM∗

(
η1 − l1yg(·), η2 − l2yg(·), . . . , ηm − lmyg(·)

)T
= 0, (3)

where yg(x) =

∫ b

a

Φ(x, t)dg(t) and Φ(x, t) = sign(x−t)
2

K(x, t). In this case, the BVP

P0 possesses the ν-parameter family of solutions

y(x, c) =

ν∑

i=1

ϕi(x)ci +

m∑

k=1

n−1∑

l=0

K
{l}
t (x, a)m+

n−l,kηk + (Gg) (x), (4)

where c ∈ Rν , (Gg) (x) is a generalized Green operator acting upon an arbitrary

function g ∈ BV +[a, b] as follows (Gg) (x) =

[
1−

m∑
k=1

n−1∑
l=0

K
{l}
t (x, a)m+

n−l,klk

]
yg(x).

A necessary and sufficient condition for solution (4) to be unique is P νM = 0.

Solvability criterion (3) enables us to propose a method of the regulariza-
tion of a BVP that is solvable not everywhere. Consider the weakly perturbed
BVP Pε. Suppose the generating BVP P0 is unsolvable for some g ∈BV +[a, b]
and ηk ∈R (k=1,m). This means that the analysed case is critical, and solv-
ability criterion (3) does not hold for the generating BVP P0. It is of inter-
est to analyse whether it is possible to make this problem solvable by means
of linear perturbations and, if this is possible, then of what kind should the
perturbations ω(x) and l̃k (k=1,m) be. In this critical case, with the help of

the µ× ν matrix Q = PµM∗

[
M̃ −Ω

]
P νM , where M̃ =

(
l̃kK

{n−l}
t (·, a)

)l=1,n

k=1,m
and

Ω =
(
lk

∫ b

a

K
{q−j}
t (·, s)dω(s)K[p−i]{n−l}

t (s, a)
)l=1,n

k=1,m
, we obtain constructive con-

dition for the emergence of solutions of the BVP P0 and construct an iterative
procedure for finding these solutions in the form of Laurent series in powers of a
small parameter ε containing one term with a negative power of ε.

[1] Бобик О.I., Боднарчук П.I., Пташник Б.Й., Скоробогатько В.Я. Елемен-
ти якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. – К.:
Наукова думка, 1972.

[2] Тацiй Р.М., Стасюк М.Ф., Мазуренко В.В., Власiй О.О. Узагальненi квазi-
диференцiальнi рiвняння. – Дрогобич: Коло, 2011.

[3] Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized Inverse Operators and Fredholm
Boundary–Value Problems. VSP, Utrecht, Boston, 2004.
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81



Local derivations on subalgebras of compact operators with
respect to semi-finite von Neumann algebras

Nurjanov B.O.

Karakalpak state university named after Berdakh

Let A be an algebra over the field complex number. A derivation D : A → A
is a linear operator satisyfing the identity D(xy) = D(x)y+ xD(y) for all x, y ∈ A
(the Leibniz rule). Recall that a linear operator ∆ on an algebra A is called a local
derivation if given any x ∈ A there exists a derivation D : A → A (depending on
x) such that ∆(x) = D(x).

The notion of local derivations was introduced independently by D. Larson and
A. Sourour [1] and R. Kadison [2]. The main purpose in the study of local deriva-
tions is to find the conditions which imply that a local derivation is a derivation.

It is well-known that one of the important concepts in the theory of operator
algebras is compact operators with respect to von Neumann algebras. Compact
operators with respect to a von Neumann algebra were defined and studied by
Breuer [3].

Let B(H) be the ∗-algebra of all bounded linear operators on a Hilbert space
H, and let 1 be the identity operator on H. Consider a von Neumann algebra M
on H, i. e. a weakly closed ∗-subalgebra in B(H) containing the operator 1 and
denote by ‖·‖ the operator norm on M . Denote by P (M) = {e ∈M : e = e2 = e∗}
the lattice of all projections in M and Pfin(M) = {e ∈ P (M) : e is finite}.

Recall that an operator x ∈ M is compact with respect to M , if it is the
limit in the norm of finite operators in M, i.e., of operators for which the relative
dimensionality of the closure of the range is finite. Denote by C(M) the set of all
compact operators with respect to the von Neumann algebra M.

The ∗-sublagebra A ⊂ C(M) is said to be solid, if x ∈ A and y ∈ C(M),
|y| ≤ |x| implies y ∈ A.

Theorem 1. Let M be a semi-finite von Neumann algebra. Suppose that A
is a solid ∗-subalgebra in C(M) such that e ∈ A for all e ∈ Pfin(M). Then every
local derivation ∆ on the algebra A is a derivation.

[1] Larson D. R., Sourour A. R. Local derivations and local automorphisms of
B(X) // Proc. Sympos. Pure Math. 51. Providence, Rhode Island. – 1990,
V. 2. – P. 187–194.

[2] Kadison R. V. Local derivations // J. Algebra. – 1990, V. 130. – P. 494–509.
[3] Breuer M. Fredholm theories in von Neumann algebras. I. // Math. Ann. –

1968, V. 178. – P. 243–254.
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Nonlinear numerical methods for the solution of initial
value problem for ordinary differential equations

Pelekh Ya.M.

Lviv Polytechnic National University

Konyk I.V., Royko Yu.Ya.

Lviv Polytechnic National University

A mathematical modelling is the effective method of study of physical pro-
cesses, in many important cases allows to replace the real process, and also gives
an opportunity to get both quality and quantitative picture of the designed pro-
cess. As exact solutions of the investigated models can be got only in very partial
cases, then it is necessary to use numerical methods. At planning of radio electronic
charts, automatic control systems, calculations of dynamics of the mechanical sys-
tems, kinetics of chemical reactions etc. there is a necessity not only to find the
numeral solutions of such models but also research of the assured estimations of
their closeness to the exact solutions.

A new applications of continued fractions to the development of numerical
methods for the solution of differential equations are considered. The continued
fractions at corresponding conditions give high-rate to convergence of algorithms,
bilateral and monotonous approximations, own a weak sensitiveness to the errors
of rounding off. A process of calculation of the continued fractions is cyclic and
easily programed.

A problem of construction of methods and algorithms of receipt of the bilateral
approximation is for adequate mathematical description of physical processes that
are based on the continued fractions and that allow in every at each point of
integration to get approximate to the exact solution with surplus and shortage is
the actual scientifically-applied problem of mathematical modelling.

A research object is nonlinear numerical methods for the solution of differential
equations. The purpose of the study is to develop methods and algorithms to
build computational methods for the numerical solution of the Cauchy problem
for ordinary differential equations.

The nonlinear formulas of Runge-Kutta of the third order of accuracy for the
solution of Cauchy problem for ordinary differential equations, that are based on
continued fractions, are constructed.

A characteristic feature of these algorithms is the fact that for certain values of
the parameters it is possible to obtain both new and traditional numerical methods
for the solution of the Cauchy problem for ordinary differential equations. The new
bilateral numeral methods of first and the second order of accuracy for the solution
of Cauchy problem for ordinary differential equations are constructed. By means
of this numerical methods it is possible to obtain on each step of integration not
only upper and lower approximations to the exact solution, but also information
concerning the magnitude of the leading term of the error without the need for
additional calculations in right side of the differential equation.

e-mail: pelekh ya m@ukr.net
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About coefficients of hybrid symmetric square L-functions

Savastru O.V.

I. I. Mechnikov Odessa National University

Let f(z) =
∑∞
n=1 λf (n)e

2πinz be a holomorphic cusp form of even weight
k ≥ 12 for the full modular group SL(2,Z), z ∈ H , H = {z ∈ C|Im(z) > 0} is
the upper half plane. We suppose that f(z) is a normalized eigenfunction for the
Hecke operators T (n)(n ≥ 1) with λf (1) = 1. For prime p we have

λf (p) = αp + αp, αp · αp = 1.

In [2], Shimura introduced the symmetric square L-function L(s, sym2f, χ) at-
tached to f :

L(s, sym2f, χ) :=
∏

p

(1− α2
f (p)χ(p)p

−s)(1− χ(p)p−s)−1

×(1− α2
f (p)χ(p)p

−s)

for an arbitrary primitive Dirichlet character χ mod d, Re s > 1.
We have

L(s, sym2f, χ) = L(2s, χ2)
∞∑

n=1

λf (n)
2χ(n)

ns
:=

∞∑

n=1

cnχ(n)

ns
,

where L(2s, χ2) is the Dirichlet L-function associated with χ2.
Fomenko [1] investigated sum of coefficients of symmetric square L-function

associated with a cusp form and a trivial character. We considered non-trivial case
and proved the following theorem.

Theorem 1. Let X > 1 be a real number. Then for every ǫ > 0 and for any
fixed ρ, 0 ≤ ρ ≤ 1, we have

∫ X

0

|∆ρ(t, sym
2f, χ)|2dt = CX

4
3
ρ+ 5

3 +O(Xρ+ 5
3
+ǫd2(ρ+1)+ǫ),

where

C = d2ρ+12−2ρ−1π−2ρ−2(4ρ+ 5)−1
∞∑

n=1

c2n

n
2
3
ρ+ 4

3

.

[1] Fomenko O.M. The behavior of Riesz means of the coefficients of a symmetric
square L-function // Journal of Mathematical Sciences. – 2007. – V. 143 –
No. 3. – P. 3174–3181.

[2] Shimura G. On the holomorphy of certain Dirichlet series // Proc. London
Math. Soc. – 1975. – V. 31. – P. 79–98.
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Model of Personal Autonomy and Legal Equilibrium
for Containment Theory in Criminology

Sheliazhenko Y.

KROK University of Economics and Law

Since the law includes algorithmic regulation of human behavior in a way that
addresses individuals that are subject to law as capable to reasonable actions in
a way that respects their autonomy [1], effective and accountable legal regulation
needs robust computation based on dependable mathematical modeling to under-
stand and predict behavior of person as a subject to law.

An autonomous person in the society is an agent who directs and determines
the course of own life taking the costs and the benefits of own choices [2]. For
example, in the criminal law principle of individual autonomy means that each
individual should be treated as responsible for own behavior [3].

In the previous paper [4] author was proposed the linear model of personal au-
tonomy to display a relation between the freedom as an amount of agent’s action
and responsibility as an amount of legal reaction. The model is a diagram in the
first quadrant of a Cartesian plane with a graph of rights depicting emergence of
responsibility, caused by exercise freedom, and a graph of duties depicting freedom
of taking inevitable responsibility. Also, there were proposed to call the legal equi-
librium the state of balanced rights and duties, similarly to economic equilibrium
point of balance on well-known supply and demand diagram. This approach was il-
lustrated by the taxpayer autonomy model, where freedom and responsibility were
measured in financial amounts of income and tax, and also suggested that action
and reaction can be calculated in other values than money.

Question. How to build a model of personal autonomy where action and reac-
tion are temporal variables, for example, a time spent on crime and punishment?

Our answer to the question is based on containment theory assuming that every
person is restrained from illegal and criminal behavior by containment structure,
both inner (self-control, strong ego, legal conscience, sense of responsibility. . . ) and
outer (social control, opportunities, restrictions, punishments. . . ) [5].

Let t is any time of life for freedom axis, t ∈ [0, 1] seeing human have one life,
L(t) ≥ 0 is a time of lawful behavior and U(t) ≥ 0 is time of unlawful behavior:

L(t) + U(t) = t (1)

To model personal autonomy and to calculate legal equilibrium in inner and
outer containment, let’s define:

1) Two pairs of responsibility functions R(t), D(t) of free time spent t as time
needed for obligatory behavior to enjoy the rights, in case of R(t), or fulfill the
duties, in the case of D(t);

2) Inner containment function I(tc), designed to prolong responsible behavior,
for example, with remorse for time of engagement in crime tc;

3) Outer containment function O(tc), designed to reduce time spending on
misbehavior, for example, by a term of punishment for criminal activity time tc.
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Inner containment model:{
R(t) = L(t) + I(U(t))

D(t) = 1− U(t)

Rights and duties diagram:

R
esp

o
n
sib

ility

Freedom

R(t) tI

D(t)

Outer containment model:{
R(t) = L(t+O(U(t)))

D(t) = 1− U(t+O(U(t)))

Rights and duties diagram:

R
esp

o
n
sib

ility

Freedom

R(t) tO

D(t)

Theorem 1. For the time of legal equilibrium in inner containment model
tI : R(tI) = D(tI) and for the time of legal equilibrium in outer containment
model tO : R(tO) = D(tO) there are I(U(tI)) = 1− tI and O(U(tO)) = 1− tO.

Proof. Accordingly to the inner containment model equations:

L(tI)+I(U(tI)) = R(tI) = D(tI) = 1−U(tI) ⇒ I(U(tI)) = 1−L(tI)−U(tI) (2)

Similarly, for the outer containment model equations:
L(tO +O(U(tO))) = R(tO) = D(tO) = 1− U(tO +O(U(tO))) ⇒

⇒ L(tO +O(U(tO))) + U(tO +O(U(tO))) = 1 (3)

Applying rule (1) to (2) and (3), I(U(tI)) = 1− tI and tO +O(U(tO)) = 1 ⇒
⇒ O(U(tO)) = 1− tO. A theorem is proved. �

Theorem 2. Legal equilibrium time in outer containment does not exceed sim-
ilar time in inner containment tO ≤ tI if inner containment does not exceed outer
I(t) ≤ O(t) and U(t), O(t) are monotonically increasing in interval t ∈ [0, 1]

Proof. Let’s assume the opposite tO > tI is true, then O(U(tO)) > O(U(tI)),
so 1− tO = O(U(tO)) > O(U(tI)) >= I(U(tI)) = 1− tI and finally tI > tO, so the
assumption is wrong and a theorem is proved. �

[1] Hildebrandt M. Algorithmic regulation and the rule of law // Philosophical
Transactions of the Royal Society A. – 2018. – V. 376, No 2128. – Pp. 20170355-
20170358. – DOI: 10.1098/rsta.2017.0355

[2] Oshana M. Personal Autonomy in Society. – Abingdon:Routledge, 2006. – 204p.
[3] Ashworth A., Horder J. Principles of Criminal Law. – Oxford: Oxford Univer-

sity Press, 2013. – 542 p.
[4] Sheliazhenko Y. Computer Modeling of Personal Autonomy and Legal Equilib-

rium // Advances in Intelligent Systems and Computing. – 2018. – V. 765. –
Pp. 74-81. – DOI: 10.1007/978-3-319-91192-2 8. – arXiv: 1808.05379

[5] Adler F. et al. Criminology. – Boston: McGraw-Hill, 2001. – 508 p.
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Approximative characteristics of the classes L
ψ
β,p

of periodic functions in the space L1

Shkapa V.

State University of Telecommunications

Vlasyk H.

State University of Telecommunications

The paper is devoted to the study of the approximation of periodic functions
of one variable of the classes Lψβ,p, 1 < p <∞ in the space L1 [1].

Let B be the set of functions ψ satisfying the following conditions: 1) ψ are

positive and nonincreasing; 2) exists a constant C > 0 such that ψ(t)
ψ(2t)

≤ C, t ∈ N.

Let L1 be the space of 2π-periodic functions f with the usual norm. We denote
by

em(Lψβ,p)1 = sup
f∈L

ψ
β,p

inf
Θm

inf
T (Θm,·)

‖f(·) − T (Θm, ·)‖1,

e⊥m(Lψβ,p)1 = sup
f∈L

ψ
β,p

inf
Θm

‖f(·) − SΘm(f, ·)‖1

the best m-term and orthogonal trigonometric approximations of the classes Lψβ,p,

where T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx, SΘm(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)e
inkx, Θm ⊂ N — a finite set

containing m elements, ck — complex numbers and f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt —

Fourier coefficients of f.
We prove the following

Theorem 1. Let 1 < p < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Then the following estimate is
true

em(Lψβ,p)1 ≍ e⊥m(Lψβ,p)1 ≍ ψ(m).

[1] Stepanets A.I. Classification and Approximation of Periodic Functions. –
London, 1995.
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Some applications of the operator calculus
for Gevrey ultradistributions

Solomko A.

Vasyl Stefanyk Precarpathian National University

In the article [1] we constructed a vector analogue of operator calculus for
generators of strongly continuous n-parametric semigroups of operators in the
convolution algebra of Gevrey ultradistributions with supports in the positive n-
dimensional cone.

We define the vector space G ≡ G(Rn) of ultradifferentiable Gevrey functions
with compact supports. Denote that the space G is a topological multiplication
algebra. The linear and continuous functionals on the space G are named by Gevrey
ultradistributions and denote by G′ ≡ G′(Rn). Let G′

+ ≡ G′(Rn+) is subspace in
G′ of ultradistributions with supports in cone Rn+. We introduce the topology of
inductive limit on the space G(Rn+, X) =

⋃
ν≻0

Gν(R
n
+, X), where (X, ‖ · ‖) – Banach

space. Further we denote G+(X) ≡ G(Rn+, X). Let U : Rn+ ∋ s→ Us ∈ L[G+] is n-
parametric semigroup of shifts along the cone Rn+. We define the cross-correlation
operation of functional f ∈ G′

+ with function ϕ ∈ G+ by formula (f • ϕ)(t) =
〈f(s), Usϕ(t)〉, where t, s ∈ Rn+. The linear mapping Tf : G+ ∋ ϕ → f •ϕ ∈ G+ be
an operator of cross-correlation.

The main result of our reseach is the next theorem.

Theorem. Let Rn+ ∋ t→ e−itA ∈ L(X) be a n-parametric strongly continuous

semigroup of operators with generator −iA. The mapping Φ : G′
+ ∋ f → f̂(A) ∈

L[ĜA], where the linear operator f̂(A) is defined by relation:

f̂(A) : ĜA ∋ x̂A → f̂(A)x̂A =

∫

Rn+

(
e−itA ⊗ Tf

)
x(t)dt,

is continuous homomorphism of convolution algebra of Gevrey ultradistributions

onto closed subalgebra of algebra L[ĜA].

Denote that in the previous theorem we used the same designations as in [1].
This theorem determines operator calculus for convolution algebra of Gevrey

ultradistributions. For constructed operator calculus we consider examples of calcu-
lation Dirac function for generator of n-parametric strongly continuous semigroups
of operators and solve the problem of representation of multiplicative powers and
derivatives for Dirac function from the generator of the semigroup of fractional
integration.

[1] Solomko A. Operator calculus for Gevrey ultradistributions and its applica-
tions // Information Technology in Selected Areas of Management. AGH Uni-
versity of Science and Technology Press. Krakow, 2016. – P. 135–141.
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Localized peaking regimes for
quasilinear parabolic equations

Yevgenieva Ye.

Institute of Applied Mathematics and Mechanics NAS of Ukraine

Let Ω ⊂ Rn be a bounded domain such that ∂Ω ∈ C2. The following initial
problem for a quasilinear parabolic equation is considered in cylindrical domain
Q = (0, T )× Ω, 0 < T < ∞:

(|u|q−1u)t −∆p(u) = 0, p ≥ q > 0, (1)

u(0, x) = u0(x) in Ω, u0 ∈ Lq+1(Ω), (2)

We consider a class UF of all weak solutions u of the problem (1)–(2) with a
singular peaking time t = T , namely:

E (u)(t) :=

∫

Ω

|u(t, x)|q+1dx+

∫ t

0

∫

Ω

|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ 6 F (t) ∀t < T, (3)

where F is an arbitrary nonincreasing function such that

F (t) → ∞ as t→ T.

The function F from different classes with different character of singular pea-
king was considered. Depending on the relation between p and q from (1) and on
the form of the function F , precise estimates of the profile of weak solutions of the
problem (1)–(3) has been obtained (see [1] and [2]).

Moreover in the paper [1] an important application of these results was de-
scribed for the case p = q. Namely, the following problem for a quasilinear parabolic
equation of diffusion – nonlinear degenerate absorption type was considered:

(|u|p−1u)t −∆p(u) = −b(t, x)|u|λ−1u (t, x) ∈ Q, λ > p > 0, (4)

u = ∞ on (0, T )× ∂Ω ∪ {0} × Ω. (5)

Here b(t, x) (the absorption potential) is a continuous function in [0, T ] × Ω such

that b(t, x) > 0 in [0, T )×Ω, b(t, x) = 0 on {T}×Ω. So the asymptotic behavior of
a class of large solutions (in the sense of condition (5)) of equation (4) was studied
in [1].

This research was supported by the Project 0117U006353 from the Department
of Targeted Training of T. Shevchenko National University of Kyiv at the NASU.

[1] Shishkov A., Yevgenieva Ye. Localized peaking regimes for quasilinear parabolic
equations // Mathematische Nachrichten. – 2018. – 25 p.
See also https://arxiv.org/abs/1802.03717

[2] Yevgenieva Ye. Limiting profile of solutions of quasilinear parabolic equations
with flat peaking // Journal of Mathematical Sciences. – 2018. – V. 234, No. 1. –
P. 106–116.
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