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1. Щоб пiдживити мозок перед розв’язуванням завдань олiмпiади, уча-

сник купив яблук, апельсинiв, горiхiв i цукерок. Вся покупка без яблук

коштувала 119 гривень, без апельсинiв — 111 гривень, без горiхiв — 99

гривень, а без цукерок — 73 гривнi. Скiльки разом коштували яблука та

горiхи?

Розв’язання. Нехай x — вартiсть яблук i горiхiв, а y — вартiсть апель-

синiв i цукерок. Якщо додати вартiсть покупки без яблук та вартiсть поку-

пки без горiхiв, то апельсини i цукерки будуть порахованi двiчi, а яблука

i горiхи — по одному разу, звiдки 119 C 99 D x C 2y. Аналогiчно, якщо

додамо вартiсть покупки без апельсинiв та вартiсть покупки без цукерок,

то врахуємо яблука i горiхи двiчi, а апельсини i цукерки один раз, тому

111 C 73 D 2x C y.

Щоб розв’язати систему
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x C 2y D 218;

2x C y D 184;
додамо її рiвняння i отри-

ману рiвнiсть 3x C 3y D 402 подiлимо на 3, звiдки x C y D 134. Вiднявши

це вiд рiвностi 2x Cy D 184, знайдемо x D 50 гривень — спiльну вартiсть

яблук i горiхiв. Аналогiчно, вiднявши вiд x C 2y D 218, отримаємо, що

апельсини i цукерки коштували y D 84 гривнi.

Звичайно, можна знайти i цiну кожного виду ласощiв зокрема i додати

вартостi яблук та горiхiв.



2. Розв’яжiть рiвняння x2 C y2 � 8x C 12y C 52 D 0.

Розв’язання. Оскiльки вираз злiва рiвний .x � 4/2 C .y C 6/2, тому є

сумою квадратiв, вiн може бути рiвним нулю тiльки при x �4 D 0, y C6 D
0, тобто x D 4, y D �6. Отже, пара .4; �6/ є єдиним розв’язком рiвняння.

3. Скiльки iснує натуральних чисел x, для яких

jx � 10j C jx � 30j ¤ 2 � jx � 20j ‹

Розв’язання. Якщо x � 30, то всi три вирази x � 10, x � 20, x � 30 не-

вiд’ємнi, i знаки модуля можна опустити, тодi нерiвнiсть набуває вигляду

.x � 10/ C .x � 30/ ¤ 2 � .x � 20/;

тобто 2x � 40 ¤ 2x � 40, що неможливо. Якщо ж x � 10, то вирази

x � 10, x � 20, x � 30 недодатнi, i знаки модуля опускаємо, дописавши

перед виразами мiнуси, тодi нерiвнiсть набуває вигляду

�.x � 10/ � .x � 30/ ¤ �2 � .x � 20/;

тобто �2x C 40 ¤ �2x C 40, що теж неможливо. Отже, при x � 10 чи

x � 30 виконано рiвнiсть.

Якщо ж 10 < x < 30, то вираз x�10 додатний, а вираз x�30 вiд’ємний.

Вiдомо, що для чисел a i b протилежних знакiв jaCbj < jajCjbj, тому для

таких x маємо j.x � 10/ C .x � 30/j D j2x � 40j D 2 � jx � 20j < jx � 10j C
jx � 30j, отже, нерiвнiсть виконано для всiх цiлих чисел 11; 12; : : : ; 28; 29

i тiльки для них. Звiдси кiлькiсть шуканих чисел рiвна 19.

Можна було також розкривати модулi, розглянувши чотири можливi

випадки, результат був би таким самим.

4. Розв’яжiть рiвняння logx�1.2x � 3/ D 2.

Розв’язання. За означенням логарифма дана рiвнiсть означає
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.x � 1/2 D 2x � 3;

x � 1 > 0;

x � 1 ¤ 1;

тобто
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x2 � 4x C 4 D 0;

x > 1;

x ¤ 2:



Але x2 � 4x C 4 D .x � 2/2 D 0 можливе тiльки при x D 2, що суперечить

третiй умовi. Отже, рiвняння не має розв’язкiв.

5. Чи має рiвняння x5y D xy5 C 2020 розв’язки у цiлих числах?

Розв’язання. Перетворимо рiвняння до вигляду x5y � xy5 D 2020, тоб-

то xy.x4�y4/ D xy.x2�y2/.x2Cy2/ D xy.x�y/.xCy/.x2Cy2/ D 2020.

Отже, число 2020 D 22 � 5 � 101, яке є добутком чотирьох простих нату-

ральних чисел, повинне бути добутком п’яти ненульових цiлих чисел x,

y, x � y, x C y та x2 C y2.

Розглянемо парнiсть цих п’яти спiвмножникiв залежно вiд парностi x

та y. Якщо x; y парнi, то всi п’ять спiвмножникiв парнi, що неможливо, бо

2 � 2 � 5 � 101 не можна розкласти у добуток п’яти парних цiлих чисел.

Якщо x; y непарнi, то x � y, x C y та x2 C y2 парнi, що теж неможливо,

бо 2 � 2 � 5 � 101 не розкладається у добуток цiлих чисел навiть з трьома

парними спiвмножниками.

Якщо x парне, а y непарне, то спiвмножники x � y, x C y та x2 C y2

теж непарнi. Якщо 2 �2 �5 �101 розкладено у добуток цiлих чисел з чотирма

непарними спiмножниками, то принаймнi два з них за модулем повиннi

бути рiвнi 1. Зрозумiло, що за модулем x2 C y2 найбiльше з них, отже, не

рiвне 1, тому можливi три випадки :
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jyj D 1;

jx � yj D 1;
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jyj D 1;

jx C yj D 1;
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jx � yj D 1;

jx C yj D 1:

У першому та другому випадках jyj D 1, а x та y за модулем вiдрiзняються

на 1, тому jxj може бути або 0, або 2. Очевидно, що при x D 0 чи x D ˙2

i y D ˙1 вираз x5y � y5x не може бути рiвним 2020.

У третьому випадку jx C yj D jx � yj, тому x C y D x � y чи x C y D
�.x � y/, i x D 0 чи y D 0, що теж неможливо.

Аналогiчно вiдкидаємо випадок, коли x непарне, а y парне. Отже, дане

рiвняння не має розв’язкiв у цiлих числах.



6. Як у даному трикутнику ABC (див. рисунок) провести ламану BDEF G

так, щоб всi п’ять отриманих трикутникiв мали однакову площу?

Розв’язання. Площi трикутникiв будуть рiвними, якщо i тiльки якщо

площа 4BCD буде рiвною 1=5 вiд площi 4BCA, площа 4BDE — рiвною

1=4 вiд площi 4BDA, площа 4EDF — 1=3 вiд площi 4EDA, а площi

4AF G i 4EF G — рiвними. Оскiльки 4BCD i 4BCA мають спiльну

висоту, це означає, що jDC j D 1

5
jAC j, звiдки знаходимо D. Аналогiчно

4BDE i 4BDA мають спiльну висоту, тому потрiбно jEBj D 1

4
jABj,

що дає шукане E. Далi з jFDj D 1

3
jADj знаходимо F , а G повинне бути

серединою вiдрiзка AE.

7. Яку найбiльшу кiлькiсть натуральних чисел можна написати в рядок

так, щоб сума кожних 9 послiдовних чисел була парною, а сума кожних 10

послiдовних чисел — непарною? Наведiть приклад.

Розв’язання. Якщо умову виконано, то для кожних послiдовних десяти

чисел їх сума непарна, а сума без першого числа — парна. Отже, перше

число з кожних послiдовних десяти має бути непарним.

Якщо у нашiй послiдовностi є принаймнi 18 чисел, то вiд кожного з

перших 9 чисел можна вiдрахувати ще дев’ять сусiднiх чисел вправо, тому

кожне з перших 9 чисел є першим серед якихось десяти сусiднiх чисел.

Отже, першi 9 чисел у нашiй послiдовностi непарнi, i їх сума непарна, а

повинна бути парною. Ця суперечнiсть доводить, що шукана послiдовнiсть

не може мiстити � 18 натуральних чисел.



Послiдовнiсть

1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1
„ ƒ‚ …

8 чисел

; 2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1
„ ƒ‚ …

8 чисел

мiстить 17 елементiв i задовольняє вимоги задачi. Отже, найбiльша кiль-

кiсть, про яку мова в умовi задачi, рiвна 17.

8. Площi трикутникiв, утворених вiдрiзками дiагоналей трапецiї та її

основами, дорiвнюють 4 см2 та 9 см2. Знайти площу трапецiї.

Розв’язання. Нехай ABCD — дана трапецiя, AD — її бiльша основа,

BC — менша, O — точка перетину дiагоналей AC i BD. Трикутники

AOD i COB подiбнi, тому
AO

OC
D DO

OB
D k. Оскiльки трикутники AOB i

COB мають спiльну висоту, вiдношення їх площ рiвне вiдношенню основ :
SAOB

SCOB

D AO

OC
D k. Аналогiчно спiльну висоту мають трикутники AOD i

AOB , тому
SAOD

SAOB

D DO

OB
D k. Звiдки маємо рiвнiсть

SAOB

SCOB

D SAOD

SAOB

, i

.SAOB/2 D SAOD �SCOB , тобто SAOB D
p

SAOD � SCOB D
p

9 � 4 D 6 см2.

Подiбно SCOD D 6 см2, звiдки загальна площа трапецiї рiвна 4C6C6C9 D
25 см2.

9. Петрусевi i Марiйцi Миколай принiс чарiвнi скриньки, якi за нiч по-

двоюють кiлькiсть покладених туди цукерок, i вони негайно подiлили цу-

керки вiд Миколая порiвну i поклали до скриньок, вирiшивши не чiпати

їх якнайдовше. Ласун Петрусь не витримав i щоранку тихцем з’їдав по

цукерцi з Марiйчиної скриньки. За якийсь час вiн злякався викриття i “ви-

падково” висипав вмiст обох скриньок на пiдлогу, змiшавши його. Розумна

Марiйка перерахувала цукерки, виявила, що їх 321, i звинуватила Петру-

ся у шахрайствi. Чому? Якщо зможете (необов’язково), скажiть, скiльки

цукерок принiс Миколай дiтям.

Розв’язання. Оскiльки на початку дiти подiлили цукерки порiвну, їх

кiлькiсть була парною. Якби Петрусь не шахрував, кiлькiсть подвоюва-

лась би щоночi i залишалась парною. Тому зрозумiло, що непарна кiлькiсть

свiдчить про те, що “хтось” брався до вмiсту скриньок.



Оскiльки за нiч загальна кiлькiсть цукерок m подвоюється, а Петрусь

з’їдає одну з них, то кiлькiсть цукерок стає непарною: n D 2m � 1. Звiдси

за кiлькiстю цукерок n кожного дня, крiм першого, можемо знайти кiль-

кiсть цукерок попереднього дня m D n C 1

2
. Тому, повертаючись назад

вiд дня, коли Петрусь спiймався, маємо :
321 C 1

2
D 161;

161 C 1

2
D 81;

81 C 1

2
D 41;

41 C 1

2
D 21;

21 C 1

2
D 11;

11 C 1

2
D 6 цукерок. От-

же, день, коли їх було 6, був першим. Саме стiльки цукерок принiс дiтям

Миколай.

10. Коли до розчину солi долили склянку з 200 г води, концентрацiя

розчину у вiдсотках маси зменшилась на 4, а пiсля доливання ще одної

такої склянки — ще на 3. Якою була початкова маса розчину?

Розв’язання. Нехай початкова загальна маса розчину x г, а маса со-

лi в розчинi m г. Тодi концентрацiї розчину у вiдсотках послiдовно рiвнi
m

x
� 100,

m

x C 200
� 100,

m

x C 400
� 100. Маємо систему :
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m

x
� 100 � m

x C 200
� 100 D 4;

m

x C 200
� 100 � m

x C 400
� 100 D 3;

тобто
8
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200m

x.x C 200/
D 4

100
;

200m

.x C 200/.x C 400/
D 3

100
:

Подiливши перше рiвняння на друге, отримаємо
x C 400

x
D 4

3
, звiдки

400

x
D 1

3
, i початкова маса рiвна x D 1200 г.

Голова предметно-методичної комiсiї


