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1. За яку найменшу кiлькiсть розламiв можна повнiстю розламати шоко-

ладку розмiром 4 � 8 на шматочки? Ламати можна тiльки вздовж прямих,

що є заглибленнями на шоколадцi. Ламати бiльше одного шматка одноча-

сно не можна.

Розв’язання. Пiсля кожного розламування стає на один шматочок бiль-

ше, спершу їх 1, а у кiнцi 32. Тому, незалежно вiд обраного способу, зна-

добиться 32 � 1 D 31 розламувань.

2. Розв’яжiть рiвняння
ˇ

ˇjx � 1000j � 2000
ˇ

ˇ D jx � 5000j.
Розв’язання. Один з можливих способiв спростити розв’язування i уни-

кнути перебору рiзних можливих знакiв виразiв полягає у використаннi

факту, що модулi двох чисел рiвнi тодi i тiльки тодi, коли цi числа рiвнi

або протилежнi. У нашому рiвняннi лiва i права сторони пiд модулями, то-

му шуканi x — це всi коренi рiвняння jx � 1000j � 2000 D x � 5000 або

рiвняння jx � 1000j � 2000 D �.x � 5000/, якi пiсля спрощення стають

рiвняннями jx � 1000j D x � 3000 або jx � 1000j D 7000 � x.

Якщо x задовольняє перше рiвняння, то права сторона x � 3000 не-

вiд’ємна, тому x � 3000 > 1000, i jx � 1000j D x � 1000, i рiвняння

зводиться до x � 1000 D x � 3000, що неможливо.

Якщо x < 1000, то у другому рiвняннi jx�1000j D 1000�x D 7000�x,

що теж неможливо, отже рiвнiсть можлива тiльки при x � 1000, звiдки



jx � 1000j D x � 1000 D 7000 � x, що дає x D 4000 — єдиний корiнь

рiвняння.

3. 100 пронумерованих фiшок стоять в ряд у порядку зростання. Будь-

якi двi фiшки, якi стоять через одну, можна мiняти мiсцями. Чи вдасться

розташувати фiшки в зворотному порядку?

Розв’язання. При кожнiй описанiй перестановцi обмiнюються мiсцями

двi фiшки, розташованi на непарних мiсцях, або двi фiшки, розташованi

на парних. У будь-якому випадку фiшка, що стояла на непарному мiсцi,

нiколи не потрапить на парне, зокрема, 1-а нiколи не стане 100-ою. Отже,

розташувати фiшки у зворотному порядку не вдасться.

4. Якщо килим стане на 1 м довшим i на 1 м вужчим, його площа змен-

шиться на 3 м2. На скiльки змiниться площа килима, якщо його зробити

ще на 1 м довшим i на 1 м вужчим?

Розв’язання. Нехай початковi довжина i ширина килима — вiдповiдно

x та y. Пiсля першого перетворення площа килима стане рiвною .x C 1/ �
.y � 1/ D xy � x C y � 1, що на 3 менше вiд початкової площi xy, звiдки

xy � x C y � 1 D xy � 3, i x � y D 2. Якщо килим подовжити i звузити ще

на метр, його площа буде рiвною .x C 2/ � .y � 2/ D xy � 2x C 2y � 4 D
xy � 2.x � y/ � 4 D xy � 4 � 4 D xy � 8, тобто стане на 8 м2 меншою за

початкову i на 5 м2 меншою за площу пiсля першої змiни.

5. Сума 13 рiзних натуральних чисел рiвна 92. Знайдiть цi числа.

Розв’язання. Розташуємо числа у порядку зростання. Перше з них не

менше за 1, друге — бiльше за попереднє, тому не менше за 2, . . . , останнє

— не менше за 13, вiдповiдно їх сума не менша за

1 C 2 C : : : C 13 D 1 C 13

2
� 13 D 7 � 13 D 91:

Тепер зрозумiло, як отримати бажану суму — збiльшити на 1 останнiй

доданок: 1 C 2 C 3 C : : : C 11 C 12 C 14 D 91 C 1 D 92. Припустимо, що

iснують iншi натуральнi числа a1 < a2 < a3 < : : : < a12 < a13, сума яких



теж рiвна 92. Нехай k — найменший номер, для якого ak вiдрiзняється вiд

k, тодi ak > k. Якщо k < 13, то akC1 > ak , отже, akC1 � ak C 1 > k C 1,

аналогiчно akC2 > k C 2, . . . , a13 > 13. Отже, доданки з номерами k,

k C 1, . . . , 13 принаймнi на одиницю бiльшi за вiдповiднi доданки суми

1 C 2 C : : : C 13. При k < 13 їх принаймнi два, тому вся сума не менша за

91 C 2 D 93, i отримати 92 у iнший спосiб не вдасться.

6. Розв’яжiть нерiвнiсть
1

x � 1
� 1 >

1

x
.

Розв’язання. Звiвши до спiльного знаменника, отримаємо

x � .x2 � x/ � .x � 1/

x.x � 1/
> 0;

тобто
�x2 C x C 1

x.x � 1/
> 0, чи

x2 � x � 1

x.x � 1/
< 0. Щоб розкласти чисельник на

множники, знайдемо коренi рiвняння x2 � x � 1 D 0, а саме x1 D 1�
p

5

2
та

x2 D 1C
p

5

2
. Тодi нерiвнiсть набуває вигляду

.x � 1�
p

5

2
/.x � 1C

p
5

2
/

x.x � 1/
< 0.

Розв’язавши її методом iнтервалiв, отримуємо вiдповiдь :

x 2 .
1 �

p
5

2
I 0/ [ .1I 1 C

p
5

2
/.

7. У льосi — 20 однакових банок з варенням. У 8 банках полуничне

варення, в 7 — малинове, в 5 — вишневе. Яке найбiльше число банок, якi

можна в темрявi винести з льоху з упевненiстю, що там залишилося ще

хоча б 4 банки одного сорту варення i 3 банки iншого?

Розв’язання. Якщо винести не менш, нiж 8 банок, то може виявитись,

що винесли принаймнi 5 банок малинового варення i принаймнi 3 банки

вишневого. Тодi малинового i вишневого варення залишиться не бiльше,

нiж по двi банки, i вимога задачi не буде виконана.

Припустимо, що винесли 7 банок, i серед того, що залишилось не можна

знайти 4 банки одного сорту варення i 3 банки iншого. Тодi або банок

якихось двох сортiв менше, нiж по двi, або всiх сортiв менше, нiж по три.

У першому випадку залишиться не бiльше, нiж 8C2C2 D 12 банок, тобто



винесено � 8 — суперечнiсть. У другому випадку залишається не бiльше,

нiж 3 C 3 C 3 D 9 банок, що тим бiльше неможливо. Отже, 7 банок — це

найбiльша кiлькiсть, винiсши яку в темрявi з льоху, можна бути певним,

що вимогу в умовi буде виконано.

8. Скiльки треба взяти доданкiв суми 1C2C3C4C5C: : : , щоб вийшло

тризначне число, що складається з однакових цифр?

Розв’язання. Тризначне число вигляду aaa рiвне a � 111 D a � 3 � 37.

З iншого боку, сума 1 C 2 C 3 C 4 C 5 C : : : C n рiвна
n.n C 1/

2
, отже,

повинно виконуватись
n.n C 1/

2
D 111a, тобто n.n C 1/ D 2 � 3 � 37 � a,

1 � a � 9 — натуральне. Тому чи n, чи n C 1 повинне дiлитись на просте

число 37. Найменшi претенденти — це n D 36 i n D 37. Для n D 36 маємо

36 �37 D 2 �3 �37 �6, тобто a D 6, i 1C2C3C4C5C : : :C36 D 666. Якщо

n D 37, то n C 1 D 38 D 2 � 3 � a, де a — одноцифрове, що неможливо.

Наступний кандидат — n D 73, але тодi сума рiвна 73�74

2
D 2701, тобто

має бiльш, нiж три цифри, а тим бiльше трицифровiсть неможлива для

бiльших n.

Отже, єдина кiлькiсть, при якiй утворюється тризначне число, що скла-

дається з однакових цифр, рiвна n D 36.

9. Якщо до 20 додати 16, вийде 36 — повний квадрат. Якщо вiд 20 вiд-

няти 16, матимемо 4 — теж повний квадрат. Чи iснують ще натуральнi

числа, якi стають повними квадратами i пiсля додавання, i пiсля вiднiман-

ня 16?

Розв’язання. За умовою для такого натурального числа n маємо n C
16 D a2, n�16 D b2, де a i b теж натуральнi. Тодi a2�b2 D .a�b/.aCb/ D
32. Бачимо, що a � b < a C b — натуральнi числа однакової парностi,

добуток яких рiвний 32. Iснують двi такi пари, а саме a � b D 4, a C b D 8

та a � b D 2, a C b D 16. У першому випадку отримуємо a D 6, b D 2, а у

другому a D 9, b D 7, що вiдповiдає вже вiдомому нам числу n D 20 та ще

одному значенню n D 65. Дiйсно, 65 � 16 D 49 D 72, 65 C 16 D 81 D 92.



Отже, iснує два числа, що задовольняють вимогу задачi.

10. Чи iснує прямокутний трикутник, у якого радiус вписаного кола

вдвiчi менший за радiус описаного?

Розв’язання. Припустимо, що катети такого трикутника рiвнi a i b, а гi-

потенуза — c. Вiдомо, що для прямокутного трикутника радiуси вписано-

го та описаного кола визначаються вiдповiдно формулами r D a C b � c

2

та R D c

2
, тому виконується рiвнiсть 2r D R, тобто a C b � c D c

2
,

a C b D 3

2
c. Пiднiсши до квадрату, отримаємо a2 C 2ab C b2 D 9

4
c2.

Враховуючи c2 D a2 C b2, маємо 9

4
a2 C 9

4
b2 � a2 � 2ab � b2 D 0, або

1

4
.a2 C b2/ C .a2 � 2ab C b2/ D 1

4
.a2 C b2/ C .a � b/2 D 0. Останнiй ви-

раз є сумою квадратiв i не може бути нульовим при ненульових a; b, тому

шуканого трикутника не iснує.

Голова предметно-методичної комiсiї


