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1. Розв’яжiть рiвняння

32xC1
� 3x

� 2 D 0:

Розв’язання. Позначимо 3x D t , тодi t > 0, i рiвняння набуває вигляду

3t2
� t � 2 D 0. Квадратне рiвняння має коренi t1 D �

2
3

(стороннiй,

оскiльки не задовольняє t > 0) та t2 D 1. Тодi з 3x
D 1 отримуємо x D 0

— єдиний розв’язок початкового рiвняння.

2. У класi число вiдсутнiх учнiв становить 1/6 вiд числа присутнiх. Ко-

ли з класу вийшов один учень, число вiдсутнiх стало рiвне 1/5 вiд числа

присутнiх. Скiльки всiх учнiв у класi?

Розв’язання. Спершу спiввiдношення мiж вiдсутнiми i присутнiми учня-

ми становило 1 W 6, тому з усiх x учнiв класу вiдсутнiх було x
7

. Коли ви-

йшов ще один учень, спiввiдношення стало рiвним 1 W 5, тобто вiдсутнiх

стало x
6

. Отже:

x

7
C 1 D

x

6
”

x

6
�

x

7
D 1 ”

x

42
D 1;

звiдки отримуємо x D 42 — загальну чисельнiсть учнiв у класi.

3. Знайти всi двоцифровi натуральнi числа, якi збiльшуються у 9 разiв,

якщо мiж цифрою десяткiв i цифрою одиниць вставити нуль.

Розв’язання. Якщо у шуканому числi x десяткiв i y одиниць, то воно

рiвне xy D 10x C y. Пiсля вставлення нуля отримаємо число x0y D



100x C y. Нам потрiбно, щоб x0y D 9 � xy, тобто 100x C y D 9.10x C

y/ ” 10x D 8y ” 5x D 4y. Тодi y повинне дiлитись на 5, звiдки

маємо єдину можливiсть y D 5, x D 4, i єдиним таким числом є 45.

4. Село Зомбилiвка складається з п’яти паралельних вулиць, з обох бо-

кiв кожної з яких — по десять однакових дiлянок.

Господар кожної з дiлянок повинен вiдгортати снiг з тротуару перед

своєю дiлянкою, але жителi частенько лiнуються. . . Тому сiльрада вирi-

шила вакцинувати деяких з господарiв, щоб вживити їм чiпи в органiзм.

Вакцинований господар за переданою через 5G командою сiльради не тiль-

ки вiдгортає снiг перед своєю дiлянкою, але й може змусити до цього двох

вказаних у командi найближчих (через паркан чи через вулицю) сусiдiв.

Яку найменшу кiлькiсть вибраних сiльрадою господарiв потрiбно ще-

пити, щоб бути певним, що снiг буде розчищено, якщо :

1) сiльрада розташована за селом?

2) сiльрада розташована в селi невiдомо, на якiй дiлянцi, i сама розчи-

щає тротуар перед собою?

Розв’язання.

Оскiльки несуттєво, чи дiлянки роздiленi вулицею, чи парканом, зобра-

зимо село як квадрат з клiтинок розмiру 10 � 10. Почнемо з випадку 2).



Як бачимо, всi дiлянки можна “обiйти змiйкою”, пройшовши по кожнiй

рiвно один раз. Почнемо з сiльради i пiдемо по “змiйцi” у будь-якому на-

прямку. З кожних трьох дiлянок пiдряд оберемо середню, прищепимо її

ґазду i зобов’яжемо його змусити до роботи попереднього i наступного

господаря. Доведеться прищепити .100 � 1/ W 3 D 33 господарiв, позначе-

них на схемi кружечками (сiльраду позначено квадратиком). Бачимо, що

снiг скрiзь буде розчищено.

Якщо щеплено n < 33 господарiв, то заштрихуємо для кожного з них

його дiлянку та дiлянки двох “пiдшефних” сусiдiв. Разом з дiлянкою бiля

сiльради так ми гарантуємо прибирання снiгу на не бiльш, нiж 3n C 1 за-

штрихованих дiлянках, що менше за 3 � 33 C 1 D 100, тобто нема гарантiї

порядку на всiх тротуарах.

Отже, для сiльради в селi мiнiмальна кiлькiсть щеплених, що гарантує

успiх, рiвна 33.

У випадку 1) аналогiчно доводиться, що потрiбно прищепити принайм-

нi 34 господарiв (наприклад, ще одного на мiсцi, де зображена сiльрада).

5. Сусiднє село Антиваксiвка має таку ж форму, але його жителi прин-

ципово вiдмовились щепитися з релiгiйних переконань. Коли сiльрада Ан-

тиваксiвки (розташована за селом) пообiцяла кожному щепленому госпо-

даревi по 1000 гривень, до ранку всi господарi вишикувались в черзi на

вакцинацiю (невiдомо, у якому порядку).

Яку найменшу кiлькiсть господарiв потрiбно щепити у порядку їх живої

черги, щоб бути певним, що снiг буде розчищено?

Розв’язання. Якщо прищепити 98 господарiв, то кожен з двох неще-

плених має не менш, нiж двох сусiдiв, принаймнi один з яких щеплений

i змусить нещепленого розчистити снiг. Варiантiв розташування двох не-

щеплених, при яких у них тiльки один спiльний щеплений сусiд, нема, то-

му кожному можна призначити окремого “наглядача”. Отже, 98 щеплених

достатньо.



Якщо прищеплено не бiльш, нiж 97 господарiв, то може трапитись, що

серед нещеплених — господар однiєї з кутових дiлянок i два його сусiди.

Тодi нема певностi, що тротуар перед кутовою дiлянкою буде розчищено.

Отже, мiнiмум, що гарантує результат — 98 господарiв.

6. Розв’яжiть систему рiвнянь
8

<

:

x3
D y C 24I

y3 D x C 24:

Розв’язання. Вiднявши рiвняння системи, отримаємо, що для її розв’язкiв

повинно виконуватись x3 � y3 D y � x, тобто

x3
� y3

C x � y D 0 ” .x � y/.x2
� xy C y2

C 1/ D 0:

Вираз x2
� xy C y2 (неповний квадрат рiзницi) завжди є невiд’ємним,

наприклад, через те, що x2 � xy C y2 D .x �
y

2
/2 C

3y2

4
, звiдки x2 � xy C

y2 C 1 � 1, i друга дужка у останньому рiвняннi є ненульовою. Отже, для

можливих розв’язкiв системи повинно бути x D y.

Це можна обґрунтувати i простiше: вираз x3 строго зростає при зро-

станнi x. Якби виконувалось x < y, то було б x3 � y3 < 0, y � x > 0,

тому рiвнiсть x3
�y3

D y�x була б неможливою. Аналогiчно виключаємо

x > y.

Тому y D x, i система зводиться до рiвняння x3 D x C 24, тобто

x3
� x � 24 D 0. Легко помiтити корiнь x D 3. Тодi за теоремою Безу

многочлен x3
� x � 24 дiлиться на x � 3. Подiливши в стовпчик, маємо

x3 �x �24 D .x �3/.x2 �3x C8/. Квадратний тричлен x2 �3x C8 коренiв

не має, тому єдиним розв’язком системи є x D y D 3.

7. На тропiчному островi в теплих морях вчителi отримують щомiсяця

по 100 сольдо. Щоб пiдтримати їх, президент острова видав указ, що у на-

ступнi мiсяцi зарплатнi становитимуть вiдповiдно 200, 300, 400 i так далi

сольдо. Одночасно Кабiнет мiнiстрiв видав постанову, що за вхiд у школу

з наступного мiсяця з зарплатнi кожного вчителя щомiсячно вiдраховува-

тиметься вiдповiдно 1, 2, 4, 8 i т.д. сольдо.



Вчитель математики задумується про пенсiю, яка на островi дорiвнює

половинi останньої отриманої мiсячної зарплатнi. Через скiльки мiсяцiв ви

б порадили йому вийти на пенсiю? Скiльки сольдо щомiсяця вiн тодi отри-

муватиме? Його колега вчитель фiзики вирiшив пропрацювати на пiвроку

довше, нiж математик. Якою буде його пенсiя?

Розв’язання. У наступнi мiсяцi зарплата вчителя змiнюватиметься вiд-

повiдно на 100 � 1, 100 � 1, 100 � 2, 100 � 4, 100 � 8 i т.д. сольдо. Отже,

за n-ий мiсяць (де n > 1, тобто, крiм першого), змiна зарплати станови-

тиме 100 � 2n�2. Якщо n � 8, то 2n�2 � 28�2 D 26 D 64 < 100, тому

до восьмого мiсяця включно отримана зарплата зростатиме, а при n � 9

матимемо 2n�2
� 29�2

D 27
D 128 > 100, i 100 � 2n�2 < 0 — зарплата

почне зменшуватись.

Тому математиковi доречно вийти на пенсiю за 8 мiсяцiв. Тодi зарплата

досягне 900 � 27
D 772 сольдо, i пенсiя становитиме 772=2 D 386 сольдо.

Остання зарплата працьовитого фiзика буде рiвною 1500�213 D 1500�

8192 D �6692, а пенсiя вiдповiдно �3346 сольдо, тобто вiн трохи пiдтри-

муватиме матерiально рiдний острiв.

8. Знайдiть площу заштрихованої частини одиничного квадрата.

Розв’язання. З малюнка видно, що трикутник, що складає чверть ква-

драта, дiлиться на 5 рiвних менших прямокутних трикутникiв, якi, отже,

мають площi по 1
20

. Поза заштрихованою частиною таких трикутникiв 9,

отже, її площа 1 �
9

20
D

11
20

.



9. Знайдiть всi пари натуральних чисел a i b, для яких

a3
C b3

D 10.a2
C b2/:

Розв’язання. Одну з пар видно вiдразу — це .10; 10/. Якщо записати

рiвняння як a2.a � 10/ C b2.b � 10/ D 0, бачимо, що при a > 10 маємо

a2.a�10/ > 0, тому повинно бути b2.b�10/ < 0, звiдки b < 10. I навпаки,

якщо a < 10, то b > 10.

Припустимо для конкретностi, що a > 10, b < 10. Тодi a2.a � 10/ D

b2.10�b/ < 92 �9 D 729. Вираз a2.a�10/ при a > 10 зростає зi зростанням

a. Якщо пiдставити a D 14, отримаємо a2.a � 10/ D 784 > 729, тому a

не може перевищувати 13. Маємо варiанти a D 11, a D 12 чи a D 13.

Але натуральне число b2.10 � b/ при 1 � b � 9 не може мати простих

спiвмножникiв 11 чи 13, якi матиме a2.a � 10/ при a D 11 або a D 13,

тому залишається тiльки a D 12. Отже, b2.10 � b/ D 122.12 � 10/ D 288,

звiдки b парне. Неважко переконатись, що жодне парне b < 10, тобто

b D 2; 4; 6; 8, не дає значення b2.10 � b/ D 288 D 25 � 32.

Отже, натуральних чисел a > 10, b < 10, як i a < 10, b > 10, якi

задовольняють рiвнiсть a3 C b3 D 10.a2 C b2/, не iснує, i a D b D 10 є

єдиною шуканою парою.

Примiтка. Для повного зарахування розв’язку задачi з допомогою про-

грами на C/C++, Python чи Java вимагалось обґрунтувати межi, в яких

варто перебирати натуральнi a i b. Наприклад, вище обґрунтовано, що до-

сить брати або a D b D 10, або одне з чисел мiж 1 i 9, а iнше — мiж 11

i 13. Якщо межi перебору вказувались довiльно при запуску, то не було

гарантiї, що “захоплено” всi потенцiйно цiкавi пари.

10. Скiльки розв’язкiв у дiйсних числах має рiвняння:

x2021
C x2020

C : : : C x2
C x D 2021 ‹

Розв’язання. Один з розв’язкiв є очевидним: x D 1. Припустимо, що

iснують i iншi. Додамо до обох сторiн рiвняння 1 i помножимо на x � 1 :

.x � 1/.x2021
C x2020

C : : : C x2
C x C 1/ D 2022.x � 1/:



Враховуючи формулу

an
� bn

D .a � b/.an�1
C an�2b C : : : C abn�2

C bn�1/;

запишемо рiвняння як x2022
� 1 D 2022.x � 1/, або ж, пiсля перенесення,

x2022 � 2022x C 2021 D 0.

Функцiя y D x2022 � 2022x C 2021 має похiдну y0 D 2022x2021 � 2022,

яка строго зростає при збiльшеннi x. Зокрема, маємо y0 < 0 при x < 1 i

y0 > 0 при x > 1, тому при x D 1 функцiя y набуває найменшого значення

ymin D 1 � 2022 C 2021 D 0. Отже, розв’язкiв, вiдмiнних вiд x D 1,

рiвняння x2022
� 2022x C 2021 D 0, а тому й початкове рiвняння, не має.

Голова предметно-методичної комiсiї


